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ALLA 

SACRA  CESAREA  REALE  MAESTÀ 

DELL*  . \ V .. 

. AUGUSTISSIMA  IMPERATRICE  ■ 

MARIA  TERESA 

D'  A U S T R I A 

REGINA  D’ONGARIA  E DI  BOEMIA 
ec.  ec.  ec. 


|7?a  quanti  penfieri  S io  rav- 
volto nell  animo  per  foìkvar- 
mi  a Cperare , che  Fot  poteflc, 
SACRA  CESAREA 
READ  MAESTAS 
eftrema  degnazione  accoglie- 
re quefl'  opera  mia , che  va  fuperba  ddVoflto 
Au^uiìiQimo  Nome  y e de  Voflri  Fortunatif- 
' " ■ 2 fi?ni 
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fimi  j^ufpicj , un  fola  mi  cotrfbrta , ed  è que- 
fio  la  confiderazione  del  Vòfiro  Sefio , che  da 
VOI  illufirato  per  bella  forte  è pur  mio  • 
Queflo  ‘pènfìero  mi  d foftenuta  nella  fatica , 
è non  mi  d laf ciato  fentire  il  rifcbio  de  ir 
imprefa  ; ' e .veramente  fe  in  qualche  tempo 
poteva  giuflificarfi' r ardimento  di  una  Don- 
na f che  tentajfe  feguire  i rapidi  voli  di  una 
Scienza , che  fpazia  mai  fempre  negli  Rifini- 
ti , in  quel  tempo  ejfere  ciò  doveva , nel  quale 
regna  una  DONNA,  e regna  con  univer fia- 
le ammirazione . Farmi  in  fiatti , che  in  que- 
fta  età , che  fra  tutte  le  venture  chiara , ed 
altera  avrà  da  VOI  il  nome , debbano  le  Don- 
ne tutte  fiervire  alla  gloria  del  loro  fiejfiOf  e j 
ciaficuna , per  quanto  le  può  venir  fatto , con^ 
tribuire  alt  accreficintento  dello  Splendore , nel 
quale  V OI  lo  avvolgete  ; VOI , che fiparfio  aven- 
do degni  intorno  alta  maraviglia  di  Fòfire  , 
Aùoni , coftringete  gli  Uotninfia  dir  di  VOI- 
con  più  ragione,  che  non  fu  detto  di  alcuno 
degli  antichi  Cefiari,  che  colla  Qiuflizia,  e 
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Clemenza  deir  Imperio  onorate  l'umana  natu- 
ra , e rapprefentate  la  divina . Lafcio  a quel- 
le , che  gelojfe  delle  glorie  del  noftro  fcJTo  con- 
ferveranno a Pofleri  le  Voftre  Geflafìefpri- 
mere , come  alt  efimia  bellezza  del  corpo  ri- 
mirinfi  in'^V Ol  accoppiate  ad  una,  ad  .ma 
tutte  ^1e  virtù  V e fopra  tutto  lafcio  ' loro  il 
celebrare  la  forza  del  voflro  Ingegno , V In- 
comparabile Voflro  Valore  , V àmpia  Vofira 
Sufficienza  , e quella  invitta  Coflanza , che 
rifiorata  y dirò  così,  dalle  ftejje  fventure , e 
da  pericoli  fleffi , le  cofe  Voftre  nel  principio 
del  regno  da  nemico  Fato  travagliate  , e 
quafì  opprejfe  ritornò  liete,  e felici.  Non  fi 
rimarranno  effe  pure  di  far  conofeere  la  dol- 
cezza de'  Voflri  coflumi,  r Umanità  Vofira, 
e ' la' geimo fa  ^Attenzione , colla  quale  fra  lo 
ftrepito  ancora , e il  tumulto  dell  armi  pro- 
teggete, e ravvivate  gli  ftudj , e farti,  on- 
de fi  nutre  il  pubblico  bene  , e fi  accendono 
utilmente  gli  animi  degli  Uomini,  Sin  da 
primi  anni  occuparono  le  Scienze  la  Fofira 

Alen- 
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Mente  t e nijfuna  fra  quefle  è a VOI  flra- 
niera  . d ora  da  quelle  diflolto  la  cura 
de'  Popoli , ed  è fembrato  poco  al  Cielo  , che 
fofte  la  più  dotta  del  P^o/lro  Secolo . Ma  non 
t r VOI  però  men  fervido  T amore  del  Pero , 
e perciò  chi  lo  ricerca  fommamente  diflingue^ 
te , e favorite . Degnatevi  adunque , SACRA 
CESAREA  REAL  MAESTÀ’,  clementif 
fimamente  riguardare  quefla  mia  fatica,  e 
come  opera  , che  in  fe  raccoglie  tutti  i più 
luminofi  progredii  deW  Intelletto  umano  , e 
come  quel  tributo , che  per  me  poteva  offrir- 
fi  maggiore  alla  gloria  del  P^oftro  Regno, 
che  non  per  altro  par , che  richiami  la  memo- 
ria delle  Eroine , che  altrove  regnarono , che 
per  maggiormente  al  confronto  efaltare.  la 
MAGNAN1A4ITA* , PRUDENZA,  E FORTUNA 
VOSTRA;  e fe  il  Mufico  Polume,  che  la  Sorella 
mia  d avuto  V onore  di  prefentarvi , è flato  tan- 
to avventuYofo  di  fciogliere  al  canto  la  Po- 
ftra  Voce,  abbia  queflo  la  fof pirata  forte  di 
addoprare  alcuna  volta  la  Poflra  Penetra- 
zione , 
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zione  f e Salacità»  Altro  non  rimanendomi ^ 
che  d' implorarvi  dal  Cielo  lungbijpma  F’ita, 
onde  deriverà  la  /labile  felicità  di  tante  a 
VOI  foggette  Nazioni y al  Vbflro  Trono  tmi- 
UJfimamente  mi  proftro 


DELLA  S.  C.  R.  MAESTÀ’  VOSTRA 


t 


Umili ffima,  obbedienti/J’tma,  fedelijffìma 
Serva,  e Suddita 
Maria  Gaetana  Agnefi . 
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AL  LETTORE. 


,On  avvi  alcuno,  il  quale  informato 
eflèndo  delle  Matematiche  cofe^  , 
non  fappia  altresì  quanto , in  oggi 
fpezialmente  , fia  necefTario  lo  (In- 
dio dell’  Analill , e quali  progreffi 
fì  fìeno  con  queda  fatti , fi  faccia- 
no tuttora  , e pofTano  fperariì  nell* 
avvenire  ; che  però  non  voglio , nè  debbo  trattenermi 
qui  in  lodando  quella  fcienza  , che  punto  non  ne  abbì- 
fogna  , e molto  meno  da  me  . Ma  quanto  è chiara  la^ 
neccflìtà  di  lei , onde  la  Gioventù  ardentemente  s’in- 
Toglj  di  farne  acquido  , grandi  altrettanto  fono  le  diffi- 
coltà , che  vi  s’incontrano  , fendo  noto,  e fuor  di  dub- 
bio, che  non  ogni  Città,  almeno  nella  nodra  Italia», 
à pcrfone , che  fappiano , o vogliano  infegnarla  , e non 
tutti  anno  il  modo  di  andar  fuori  della  Patria  a cercar- 


ne 
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ne  i Maertri  . Io  lo  fo  per  prova , ed  ingenuamente  il 
confefTo  , mentre  con  tinto  Io  fludio  , ch’io  mi  fono 
sforzata  di  fare  da  me  mcdefima  folìcnuto  dalla  più 
Ione  inclinazione  per  quella  fcienza  , mi  troverei  tutta- 
via intricata  nel  gran  labirinto  d’infiipcrabili  difficoltà, 
fc  tratta  non  me  n’avcfle  la  ficura  guida  , e faggia_ 
direzione  del  dotliflìmo  Padre  Don  Ramiro  Rampinelli 
Monaco  Olivetano  ora  Profeffore  di  Matematica  nella.. 
Regia  Univerfità  di  Pavia  , a cui  mi  riconofeo  alta- 
mente debitrice  di  tutti  que’  progrelfi  (quali  effi  fieno) 
de’  quali  è flato  capace  il  mio  piccioi  talento  , le  di  cui 
lodi  io  tralafcio  come  fiipciflue  ad  un  Soggetto  si  cele- 
bre , e fpezial mente  per  non  offendere  la  nota  , e for- 
fè troppo  rig'da  di  lui  modefiia  . Al  fopraccennato  in- 
comodo pofTono  rimediare,  non  v’à  dubbio,  in  parte 
i buoni  libri  , quando  effi  fieno  con  quella  chiarezza.. , 
che  balla  fcritti , e con  quel  metodo  , che  pur  troppo 
è neceffario  ; quindi  è , che  quantunque  le  cofe  Anali- 
tiche fieno  tutte  pubblicate  con  le  flampe  , pure  per- 
chè effe  fono  fcollegate  , fenz’  ordine  , e fparfe  quà  , e 
là  nell'  opere  di  molti  Autori  , c principalmente  negli 
Atti  di  Lipfia  , nelle  Memorie  dell’Accademia  di  Pari- 
gi , ed  in  altri  Giornali , coficchè  non  potrebbe  certa- 
mente un  Principiante  ridurre  a metodo  le  materie..  , 
quando  anche  egli  foffe  di  tutti  i libri  fornito  , pensò 
il  rinomato  Padre  Renau  al  comune  vantaggio  , e die- 
de 
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de  alla  luce  l’utilifllmo  libro  àe  V Aniline  demontrte  , 
opera  degna  di  tutte  quelle  lodi  , che  maggiori  fi  pof- 
foiio  . Dopo  di  che  fembrerà  forfè  affitto  inutile  , che 
comparilcano  quefle  mie  Intìiiuzioni , avendo  altri  già 
da  molto  tempo  così  largamente  proveduto  all'  altrui 
bifogno  . Ma  fu  quello  punto  io  prego  il  cortefe  Let- 
tore a riflettere  , che  crefcendo  le  fcienze  di  giorno  in 
giorno  , dopo  l’ edizione  del  lodato  libro  moltiffimi  , ed 
importantiflìrai  fono  llati  i nuovi  ritrovamenti  inferiti 
dai  loro  Autori  in  diverfe  opere  , come  era  fiicceduto 
degli  anteriori  ; quindi  per  ifcemare  agli  Studiofi  la  fa- 
tica di  andare  fra  tanti  libri  ripefcando  i metodi  di  re- 
cente invenzione  , mi  fembravano  utiliffime  , c neceffa- 
rie  nuove  Inllituzioni  di  Analiil  . Le  nuove  fcoperte_» 
m’ànno  obbligata  ad  un'altra  difpofizione  di  cofe  , e_. 
ben  fa  chi  pon  mano  in  sì  fatte  materie  , quanto  fia_. 
difficile  il  ritrovare  quella  , che  fia  dotata  della  dovuta 
chiarezza^  c feraplicità  , omettendo  tutto  il  fuperfluo, 
fenza  lafciare  cofa  alcuna  , che  effer  poffa  utile  o ne- 
ceffaria  , c che  proceda  con  quell  ordine  naturale  , in_. 
cui  forfè  confille  la  miglior  illruzione  , ed  il  maggior 
lume  . Quello  naturale  ordine  io  ó certamente  femprc 
avuto  in  villa  , e l'ó  fommamente  procurato  , ma  non 
fo  poi  fe  farò  (lata  bailantcmente  fortunata  per  confc- 
guirlo  . 

* 2 Nell' 
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Nell’  atto  poi  di  maneggiare  varj  metodi  , mi  fi 
fono  parate  alla  mente  alcune  eflenfioni , e parecchie-» 
diverfc  cofe , le  quali  per  avventura , non  faranno  pri- 
ve di  novità  , e d’ invenzione  : a quefte  darà  il  benigno 
Lettore  quel  pefo , che  a lui  fembrera  , non  intenden- 
do io  di  raccoglier  lodi , contenta  di  effermi  con  fodo, 
e vero  piacere  divertita , c di  aver  procurato  di  giova- 
re altrui . 

Nel  Tomo  fecondo  per  entro  il  Calcolo  Integrale 
ritroverà  il  Lettore  un  Metodo  affatto  nuovo  per  li  Po- 
linomj , ne  in  luogo  alcuno  prodotto  ; quello  è del  ce- 
lebre , e non  mai  abbafianza  lodato  Signor  Conte  Ja- 
copo Piccati  Cavaliere  di  fingolariffimo  merito  nelle.» 
feienze  tutte  ^ e ben  noto  al  mondo  letterario  . ’A  egli 
voluto  fare  a me  quella  grazia  nel  comunicarmelo  , 
che  io  non  meritava  , ed  io  rendo  a lui  , ed  al  Pub- 
blico quella  giuftizia , che  fi  conviene . 

Finalmente  , ficcome  non  è fiata  mia  mente  da_» 
principio  il  pubblicar  colle  fiampe  la  prefente  opcra- 
da  me  cominciata,  e profeguita  in  Lingua  Italiana.» 
per  mio  particolar  divertimento  , o al  più  per  iftruzio- 
ne  d*  alcuno  de’  mici  minori  fratelli  , che  inclinato 
foffe  alle  matematiche  facoltà , nè  effendomi  determi- 
nata di  darla  al  Pubblico  , che  dopo  di  elfer  già  mol- 
to avvanzata  l’opera , e pervenuta  a conllderabile  volu- 
me ; 
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me  ; mi  fono  perciò  difpenfata  dal  tradurla  ia  Latino 
Idioma  ( comecché  da  alcuni  credali  più  convenire  a— 
tal  materia  ) si  per  l*  autorevole  efempio  di  tanti  cele- 
bri Matematici  Oltramontani , ed  Italiani  ancora  , Io 
di  cui  opere  nella  loro  natia  favella  vanno  a comuno 
vantaggio  Hampate , si  pel  naturale  mio  rincrefcimento 
alla  materiale  fatica  di  trafcrivere  in  Latino  ciò  , cho 
aveva  di  già  fcritto  in  Italiano . Nè  intendo  però  farmi 
carico  di  quella  purità  di  lìngua  , che  lodevolmente^ 
viene  praticata  in  materie  da  quella  diverfe , avendo  io 
avuto  in  mira  più , che  ogni  altra  cofa , la  neceflaria^ 
pofllbile  chiarezza. 
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Die  26.  Novembris  1748. 

IMPRIMATUR. 

Fr.  H.  Todefcbini  Inquijitor  Ceneralis  Mediolani . 

F.  Curionus  Arcbipresbyter  S.  Eufebii  prò  Eminentifs. 
& Reverendifs.  D,  D,  Card.  Arcbiepifcopo  . 

l'idit  Juìius  Caefar  Berfanus  prò  Excellentifs.  Senatu 
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I NSTITUZ  IONI 


ANALITICHE 

LIBRO  PRIMO 


DeW  ^mUfi  delle  Quantità  finite . 

*Analifi  delle  quantità  finite  , che 
comunemente  chiamali  Algebra^ 
Cartefiana,  è un  metodo,  con  cui 
trattando  quantità  finite  fi  fciolgo* 
no  i Problemi  ; cioè  da  certe  quan- 
tità, e condizioni  date  e cognite,  fi 
• viene  in  cognizione  d'altre  incogni- 
te, c che  fi  cercano,  per  mezzo  di  alcune  operazioni, 
c metodi , che  parte  a parte  mi  propongo  di  fpkgare 
ne’  feguenti  Capi  » 

A CAPO 
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INSTITUZIONI 


CAPO  I. 

' j 

Delle  primarie  Notizie  y ed  Operazioni  dell’  Analiji 
delle  Quantità  finite  . 

I.  Le  primarie  operazioni  di  qiiefl’ Algebra  fono  le 
fìeflc  dell’Aritmetica  comurie,  cjoè  la  Somma,  la  Sottra- 
zione. , la  Moltiplicazione  , la  Divifione , e l’ Ellrazionc 
delle  Radici  ; ma  con  quella  differenza  , che  nell’Arit- 
metica comune  fi  adoprano  i numeri , ed  in  quella  le  Ipc- 
cie,  o fia  le  lettere  dell’Alfabeto,  con  le  quali  fi  denomi- 
nano , e fi  calcolano  le  quantità  in  afiratto , di  qual  forta 
effe  fiano,  geometriche,  o tìfiche,  come  Linee,  Super- 
ficie , Corpi , Forze  , Refiftenze,  Velocità  ec.  ; e però 
quella  tal  forta  di  Aritmetica  chiamafi  Algoritmo  delle 
quantità,  o Aritmetica  fpeciofa;  ed  è ben  quella  molto 
più  eccellente  di  quella , tutto  che  le  operazioni  fieno  le 
fieffe,  fi  perchè  quelle  quantità  non  fi  confondono  tra 
loro  nelle  operazioni , come  le  numeriche,  fi  ancora  per? 
che  con  la  fiella  facilità  fi  trattano  nel  calcolo  le  quantità 
note  , e le  incognite;  e finalmente  perchè  le  dimollr azio- 
ni analitiche  fono  generali , ed  a qualunque  cafo  applica- 
bili, la  dove  le  aritmetiche  fono  particolarilfime,  ed  in 
ogni  divedo  cafo  è neceffaria  una  nuova  dimollrazione . 

2.  Ma  delle  Quantità  altre  fono  polir  ivc  , cioè  mag- 
giori del  nulla  ^ altre  minori  del  nulla,  e però  negative.. 

Per 
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ANALITICHE.  j 

Per  «agion  d’cfcmplo  ; I Beni , che  fi  poffeggono , fono 
pofitivi,  ma  quelli,  che  ad  altri  fi  debbono,  fono  negati- 
vi , perchè  dai  pofitivi  s’hanno  a fottrarre  , e ne  dimi- 
Buifcono  la  fomma,  e però  ficcorae  fono  quantità  pofiti- 
ve  i Capitali,  che  uno  abbia,  cosi  fono  quantità  negative 
i Debiti . Similmente  fe  un  Mobile  diretto  verfo  uno  feo- 
po,  o meta  del  fuo  viaggio  deferiva  uno  fpazio,  farà  que- 
flo  fpazio  pofitivo;  ma  fe  fi  porterà  verfo  la  oppofia  par- 
te, deferiverà  uno  fpazio,  che  relativamente  alla  meta  , 
verfo  cui  doveva  andare , farà  negativo . Quindi  in  Geo- 
metria fe  una  linea  condotta  da  una  parte  fi  afiuma  per 
pofitiva  ( il  che  è arbitrario  ) farà  negativa  la  linea  coh- 
doira  verfo  la  parte  oppofia, 

3.  Le  quantità  pofitive  fi  difiinguono  in  algebra^ 
dalle  negative  per  mezzo  di  certi  fegni  a loro  prefifiì  ; 
alle  pofitive  fi  prefigge  il  fegno  +,  che  dicefi  più,  alle» 
negative  il  fegno  — , che  dicefi  meno  ; e quando  una^ 
quantità  , che  o fia  polla  fola , o in  una  ferie  di  altre  fia 
la  prima,  non  abbia  prefillo  fegno  alcuno,  s’intende  fem- 
pre  affetta  dal  fegno  pofitivo.  Il  fegno  ±,  a cui  è contra- 
rio l’altro  è fegno  ambiguo,  e fignifica  il  più  ed  il 
meno , cioè  il  pofitivo  ed  il  negativo  , di  modo  che  , per 
efempio,  +3  vorrà  dire,  che  la  quantità  a fi  può  affume- 
re  c pofitiva,  e negativa.  11  fegno  fignifica  eguaglian- 
za, c però  a-z-b  vorrà  dire  , che  a fia  eguale  a i»;ficcomc 
fignifica,  che  a fia  maggiore  di  b,  ed  che  a 

fia  minore  di  b.  L’eguaglianza  poi  delle  ragioni,  cioè  la 

A 2 pro- 
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proporzione  geometrica  di  tre,o  quattro  quantità  fi  efpri- 
mcrà  COSI  a y b ::  e (e  faranno  tre,  e vorrà.dire,  che-» 

la  ragione  di  a alla  b è eguale  a quella  di  b alla  a ed  a, 
b c,  d vorrà  dire,  che  a è alla  b,  come  c a i.  Final- 
mente il  fegno  co  fignifica  l'infinito,  c però  a = co  figni- 
fichcrà,  che  a fia  eguale  all’infinito,  cioè  che  fia  quanti- 
tà infinita. 

4.  Quantità  femplice,  incomplefTa,  o di  un  fol  ter- 
mine è quella,  che  è efprefia  da  una,  o più  lettere,  mal. 
tra  loro  non  dilìinte  e feparate  da  fegno  alcuno , come.# 
Oyàby  aac  ec.,  cosi  aU’oppoflo  è quantità  compofta  e di 
più  termini  quella,  che  è efprelTa  da  più  lettere  tra  loro 
feparate  da’  fegni , come  <*-+•*,  aa —ff  -t- bb , ec.  ; e però 
a -¥b  farà  di  due  termini,  aa  —jf-f  bb  di  tre,  ec. 

Della  Somma  delle  Quantità  /empiici  intiere . 

5.  Le  quantità  femplici  fi  fommano  tra  loro  con  Io 
fcrivere  una  dopo  l’altra,  lafciando  a ciafeuna  di  loro  quel 
fegno , che  hanno . Abbiafi  da  fommare  a con  b con  c , 
farà  la  fomma  a-^-h-¥C\  abbiafi  da  fommare  a con 

farà  la  fomma  a—b\  abbiafi  da  fommare  a con  a con  h 
con  b , farà  la  fomma  a-^a-^h  -^by  ma  qui  avvertali , che 
a ■+ a è lo  tlelfo  che  24,  e ^ è lo  llelfo  che  ib;  e però 
la  fomma  farà  2a  +2b  . Quindi  per  fommare  le  quantità 
cfpreffe  dalle  medtfime  lettere,  ballerà  alla  fiefla  lettera 
prefiggere  tal  numero  , che  contenga  tante  unità,  quante 
volte  ella  è polla;  e però  la  fomma  di  ac  con  ac  con  ac, 

cioè 
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cioè  ac -h  ac- -f- ac  farà  ^ac,  e qiiefto  numero  fi  chiama_. 
coefficiente-  numerico  . Che  fe  le  quantità  da  foramarfi. 
dalle  ftefle  lettere  denominate  averanno  in  oltre  coeffi- 
cienti numerici , fi  fommino  effi  coefficienti  con  la  regola 
ordinaria  dell’aritmetica;  cosi  la  fomma  di  za  con  55  con 
i con  4^»  farà  cosi  la  fomma  di  a con  3^  con 

— con  7ccon  5^  farà  a 4-  3^  — zr-f  yc-i-  5^J,  ma  «i-+5ij 
fanno  e — ic-h  yc  fanno  je,  dunque  la  fomma  larà 
-4  3^»  + yc. 

' Della  Sottrazione  delle  Quantità  /empiici  intere. 

6.  Per  fottrarre  una  quantità  da  un’altra  fi  muta  il  fo- 
gno a quella,  che  fi  deve  fottrarre,  e col  fegno  mutato  fi 
fcrive  prefib  l’altra.  Per  fottrarre  da  a fi  feriva  a—b\  do- 
ve avvertali , che  fe  a farà  quantità  maggiore  di  f»,  il  refi- 
duo  della  fottrazione,  cioè  la  differenza  farà  pofitiva;  e_» 
fe  b farà  magg-ore  di  j,  effa  differenza  farà  negativa-. 
Per  fottrarre  da  Mr , fi  faccia  bbe^a/;  per  fottraiTe  za 
da  ya,  fi  faccia  y<j—  ma  cinque  a meno  due  a fanno 
tre  a,  adunque  il  refiduo  farà  3a;per  fottrarre  —b  da 
fi  feriva  a-*~b.  Nè  paja  tirano , che  nel  fottrarre  — b quan- 
tità negativa  effa  divenga  pofitiva,  onde  il  refiduo  fia_. 
04-^;  imperciocché  il  fottrarre  una  quantità  da  un’altra  è 
Io  fieffo,  che  il  cercare  la  differenza  tra  effe  quantità;  ora 
la  differenza  tra  a.e  — è è appunto  a -4  ^ in  quella  guifa , 
che  la  differenza  tra  un  capitale  di  cento  feudi  e un  de- 
bito di  cinquanta  è cento  cinquanta;  perchè  dall’ avere- 

cento 
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cento  all’  avere  nulla  v'  è differenza  di  cento  , c dall’  ave- 
re nulla  all’avere  cinquanta  di  debito  vi  è cinquanta  di 
differenza;  adunque  dal  capitale  di  cento  al  debito  di  cin- 
quanta vi  farà  differenza  di  cento  cinquanta . Cosi , per  la 
flefla  ragione,  a fcttrarrc  da  —a  fi  fcrive  — c per 
fottrare  da  —a  fi  fcrive  —a -fi. 

Della  Moltiplicazione  delle  Quantità /empiici  intere  l 

7.  Le  quantità  femplici  fi  moltiplicano  con  lo  fcrive- 
re  l’ una  unitamente  all’  altra  fenza  alcun  fegno  frappollo , 
c ciò  che  rifulta  chiamafi  il  prodotto,  ficcome  chiamanfi 
i moltiplicatori  le  quantità,  che  tra  loro  fi  moltiplicano. 
Ma  intorno  al  fegno  , che  devefi  prefiggere  ad  efft  pro- 
dotti, è regola  generale,  che  fe  le  quantità  moltiplican- 
tefi  fono  arabe  pofitive , o ambe  negative , al  prodotto  fi 
prefigge  fempre  il  fegno  pofitivo;,fe  una  di  effe,  qualun- 
que fiafi,  c pofitiva,  l’altra  negativa  , al  prodotto  fi  pre- 
figge fempre  il  fegno  neg  <tivo . La  ragione  di  ciò  è , che 
la  moltiplicazione  altro  non  è , ebe  una  proporzione  geo- 
metrica, il  di  cui  primo  termine  fia  runiià;.il  fecondo,  e 
terzo  termine  le  due  quantità,  che  devonfi  moltiplicare  , 
cd  il  quarto  il  prodotto,  e per  tanto  polli  in  ferie  l’nnità 
per  primo  termine,  l’uno  de’  moltiplicatori  per  fecondo, 
l’altro  moltiplicatore  per  terzo  ; poiché  il  quarto , per  la_* 
natura  della  proporzione  geometrica  , deve  efferc  molti- 
pio  del  terzo,  come  il  fecondo  e moltiplo  del  primo;  fe_» 
il  fecondo,  e terzo  termine  fono  pofitivi , cioè  fe,  per 

efem- 
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cfempio,  è i,  a::by  al  quarto,  eflendo  l'unità,  cioè  il 
primo  pofitivo,  dovrà  pure  elTere  pofitivo  il  quarto.  Sia_. 
negativo  il  fecondo,  e pofitivo  il  terzo , cioè  fia  i , - j : : fr, 
al  quarto;  dovendo  il  quarto  elTere  moltiplo  del  terzo, co- 
me il  fecondo  è moltiplo  del  primo,  ed  eflcndo  negativo 
il  fecondo,  dovrà  pure  il  quarto  elTere  negativo.  Sia  pofi- 
rivo  il  fecondo,  negativo  il  terzo,  cioè  fia  i , al 

quarto  ; dovendo  il  quarto  effcrc  moltiplo  del  terzo  , come 
il  fecondo  è moltiplo  del  primo,  ed  eflèndo  il  fecondo,  ed 
il  primo  pofitivi,  ed  il  terzo  negativo,  non  potrà  il  quar- 
to eiTcrc  fe  non  negativo.  Sieno  finalmente  il  fecondo, 
ed  jl  terzo  negativi,  cioè  fia  i , - a — f,  al  quarto  ; ef- 
fendo  il  fecondo  raolt'plo  negativo  del  primo,  bifognerà 
che  il  quarto  fia  moltiplo  negativo  del  terzo;  ma  il  terzo 
è negativo,  dunque  dovrà  il  quarto  effere  pofitivo . Adun- 
que il  prodotto  di  ^ in  ^ farà  ab;  quello  dì  a \n  —b  farà 
~(A;  di  ~a  in  b farà  pure  -ab  ; di  ~a  in  —b  farà  ab; 
di  a in  i in  c farà  abc;dì  a\Ti  —b  m c farà  —abcy  perchè 
a in  —b  darà  —aby  e —ab  in  c darà  — abe ; ed  il  prodot- 
to di  — a in  — 6 in  c farà  abe . 

Se  le  quantità  da  moltiplicarli  avelTero  dei  coefficien- 
ti numerici,  fi  moltiplicano  effi  coefficienti  con  la  folita^ 
regola  de'  numeri , ed  il  prodotto  fi  prefigge  al  prodotto 
delle  lettere;  onde  il  prodotto  di  6a  in  — farà  —^Sabe; 
il  prodotto  di  aa  in  — ai  in  — 3^  farà  iiabc,  e coià  degl' 
altri  ec. 

8.  Ora  poiché  il  prodotto  di  a in  a è ; di  in  a in  o , 

odi 
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o di  <1^  in  (3  è aaa\  di  a in  a in  a in  a,  o 111  di  ana  in  ^ è 
aaaa,  e cosi  luccenivaraentc;per  non  replicare  tante  volte 
la  inedefima  lettera  fi  fuole  fcrivere  inluogodi  a-?  ,/j’  in 
luogo  di  aaa,  rf*  in  luogo  di  aaaa,  e cosi  degl’ altri  ; cioè 
fcnvtndo  fopra  la  lettera  tal  numero , che  contenga  t-nte 
unità,  quante  volte  dovrebbe  effere  replicata  effa  lettera,’ 
e tale  numero  fi  chiama  refponcntc  ; fi  fuole  però  fcrive- 
re indifferentemente  tanto  <3j,  quanto  a*  ; non  cos'idi  prò-, 
dotto  maggiore . 

j>.  Comecché  il  prodotto  di  un  numero  moltiplicato 
in  fe  ftefib  fi  chiama  il  quadrato  di  quel  numero,  o fia  la 
feconda  poteflà , e fe  quello  prodotto  di  nuovo  fi  molti- 
plica nello  flelTo  numero  , il  nuovo  prodotto  fi  chiama^ 
il  cubo,  o la  terza  potellà  dello  flefib  numero  , ed  il  pro- 
dotto del  cubo  nel  numero  fi  chiama  il  quadrato  quadra- 
to, o la  quarta  potellà , e cosi  lucceffivamente  ; cosi  pure 
a moltiplicato  in  a,  cioè  aa  fi  chiama  il  quadrato  di  a,  o 
la  feconda  potellà  di  a,  a’  il  cubo , o terza  potellà , a*  la 
quarta  oc.  Sarà  dunque  affai  diverfo  la  da  a'- , effendo  il 
primo  la  fomma  di  a con  a , cioè  , ed  il  fecondo 
il  quadrato  di  j , e cosi  fi  dica  di  ed  a»  , di  ed  a*  ec. 
Ma  poiché  il  prodotto  di  •+  con  + , e di  — con  — è fem- 
pre  pofitivo,  ne  viene,  che  tanto  il  quadrato  di  a,  quanto 
di  — a farà  fempre  aa  quantità  pofitiva;  all’oppoflo  il  cubo 
dì  a farà  bcns'i  pofitivo,  ma  farà  negativo , cioè  —a’  il  cubo 
di  — <7,  perche  —a  in  —a  fa  a.j,  ed  aa  in  ~a  fa  — . 
Cesi  farà  pofitiva  la  quarta  potellà  tanto  di  quanto  di 

-a-, 
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— a;  e generalmente  quando  l’efponente  della  poteftà,  a 
cui  fi  vuole  elevare  la  data  quantità,  (la  numero  pari,  ofia 
pofitiva,  o fia  negativa  la  quantità,  ciò  che  rifulta  farà 
ferapre  pofitivo  ; e quando  l’efponcnte  fia  difpari,  fe  la 
quantità  è pofitiva  , ciò  che  rifulta  farà  pofitivo,  e farà 
negativo  quando  la  quantità  fia  negativa  . 

Della  Dìv'tjtone  delle  Quantità  femplici  intere^ 

IO.  La  divifione  è un’operazione  oppofta  alla  molti- 
plicazione, e ciò,  che  quefta  compone, quella  rifolve; poi- 
ché ah  è il  prodotto  di  a in  è , cosi  dividendo  ab  per  a fi 
avrà  è,  e dividendo  per  b fi  avrà  a\  dividendo  abe  per 
bc  avrafli  a , c dividendo  per  a avrafli  bc  , e dividendo 
per  c avrafli  cd>  ec.  La  quantità  da  dividerli  fi  chiama  il 
dividendo;  quella,  per  cui  fi  divide,  fi  chiama  il  divifore  ; 
e ciò,  che  rifulta  dalla  divifione,  dicefi  il  quoziente.  Adun- 
que ogni  qualvolta  nel  dividendo  , e nel  divifore  vi  fono 
le  ftefic  quantità,  fi  tolgano  die  in  quel  modo,  in  cui  fono 
nel  divifore,  dal  dividendo,  cancellandole;  e ciò,  che  ri- 
mane , farà  il  quoziente,  quindi  fe  fi  divida  aa  per  a,  il 
quoziente  farà  a;  fe  fi  divida  a’  per  a quoziente  farà  aa  ; 

fe  fi  divida  a*  b*  per  aa  bb,  il  quoziente  farà  ab;  che  fe  in 
oltre  il  dividendo,  e divifore  avefiero  coefficienti  numeri- 
ci , fi  dividano  effi  con  la  regola  ordinaria  dell’ aritmerica  , 
ed  il  quoziente  numerico  fi  prefigga  al  quoziente  letterale, 
e però  dividendo  ja’i’’  per  3^?’ , il  quoziente  farà  a’;  divi- 
dendo 5<yaa&*  per  Sab,  il  quoziente  farà  yaW;e  qui  notifi, 

B che 
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che  qualora  la  quantità  dadividerfi  fu  la  fletTa  deldivifore, 
come  farebbe  a dividere  h per  per  ja'  cc.,  il  quo- 

ziente è l’unità;  c la  ragione  è chiara,  perchè  il  dividere  è 

11  ricercare  quante  volte  il  diviforc  entri  ovvero  fu  nel 
dividendo  . 

11.  Quando  poi  il  dividendo, e divifore  non  abbiano 
quantità  o lettera  comune  , per  cui  pofTa  fard  la  divifiane 
nel  modo  fuddetto,  come  farebbe  a dividere  per  b,  a 'per 
bc,  ^aabb  per  icc  cc.,  fi  fcrivono  cosi  a ^ a'  , ^aabb  ec., 

fr  ic  ICC 

cioè  il  dividendo  al  di  fopra,  ed  il  divifore  al  di  fottod’una 
lineetta,  e fi  intende,  che  a dtbbafi  dividere  per  per 
bc  ec.,  e quelle  chiamanfi  frazioni;  la  quantità  poi  fopra 
la  linetta  dicefi  il  Numeratore  , quella  di  fotto  il  Deno- 
minatore. Che  fe  alcune  delle  lettere  del  divifore , ma  non 
tutte,  fodero  comuni  con  la  quantità  da  dividcrfi  , fi  tol- 
gano le  comuni  dall’uno,  e dall’altra,  e del  rimanente  fe 
ne  formi  una  frazione;  cosi  dividendo  a’bb  per  ^abcc , fari 
il  quoziente  a*b  ; dividendo  ioa&*  per  i^bcCf  farà  il  quo- 

ziente  labb  ec. 

ICC 

12.  Ma  perche  può  edere  pofitivo,  o negativo  ed  il 
dividendo,  ed  il  divifore,  è necedario  in  ciafcuna  combi- 
nazione de’  cafi  fidare  la  regola  per  lo  fogno  da  prefiggerfi 
al  quoziente.  Quella  è la  fiedii  di  quella,  che  ferve  per  la 
moltiplicazione , vale  a dire , che  fe  il  dividendo  , ed  il  di- 
vifore avcranuo  ambi  il  meddimo  fogno  pofitivo , o negt- 

tivo , 
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tivo,  il  quoziente  farà  ferapre  pofitivo,  e fe  avcranno  fe- 
gni  contrarj,  il  quoziente  farà  negativo.  La  dimoftrazione 
dipende  da  quella  de’  fogni  della  moltiplicazione  ; imper- 
ciocché ficcome  la  moltiplicazione  è una  proporzione  , il 
, . di  cui  primo  termine  fia  l’unità;  il  fecondo,  ed  il  terzo  i 
due  moltiplicatori  ; ed  il  quarto  il  prodotto;  cos'tladivifione 
è la  ftefla  proporzione,  ma  inverfa,  il  di  cui  primo  termi- 
ne è il  dividendo;  il  fecondo  il  divifore;  il  terzo  il  quo- 
ziente; ed  il  quarto  l’unità  . Abbiafi  da  dividere  izah  per 
farà  dunque  la  proporzione  ±.ab , ±_b  * « , i (pon- 

go al  terzo  termine , cioè  al  quoziente  il  fegno  ♦ , non  fa- 
pendofi  per  ora  fe  debba  elTcre  pofitivo,  o negativo);  ora' 
confiderata  quella  proporzione,  come  quella  della  molti- 
plicazione, ma  inverfamente  polla,  fi  fa  che  eficndo  pofi- 
tivo il  fecondo  termine  b,  non  potrà  efiere  pofitivo  il  pri- 
mo ah^  fe  non  fia  pofitivo  il  terzo  a ; ed  efiendo  negativo  il 
fecondo  é,  non  potrà  efiere  negativo  il  primo  ab^  fe  non 
fia  pofitivo  il  terzo  a\  e però  nella  divifione  quando  fieno 
politivi,  o negativi  i due  primi,  cioè  il  dividendo  ,edil  di- 
vifore  , bifognerà  che  fia  pofitivo  il  terzo , cioè  il  quozien- 
te. Irtefiatnente  pure  non  può  nella  flefià  ferie,  o propor- 
zione efiere  pofitivo  il  fecondo  b,  e negativo  il  primo  ab  , 
o pure  negativo  il  fecondo  ^ , e pofitivo  il  primo  ab , fe 
non  fia  negativo  il  terzo  a ; adunque  nalla  divifione  efien- 
do pofitivo  il  dividendo  , c negativo  il  divifore  , o pure 
aU’oppofio,  dovrà  necefiariamente  efiere  negativo  il  quo- 
ziente . 

' B 2 13. 
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13.  Per  queda ragione  farà  dunque  lo  fteflb  fcrivere; 
per  efemplo , j,  come  — a , imperciocché  fe  a pofuivo 

— b b 

devefi  dividere  per  b negativo,  dunque  il  quoziente  deve 
efTere  negativo;  come  pure  è Io  delTo  fcrivere  — a,  ed  a . 

~b  ~b 

Della  Ejhaziotie  delle  Radici  dalle  Quantità  /empiici  intere . 

14.  Come  eyvi  nelle  potedà  il  quadrato  , il  cubo,  la 
quarta  poteflà , la  quinta  ec.  ; così  tra  le  radici  vi  è la  qua- 
drata, o fia  feconda,  la  cubica,  o fia  terza , la  quarta  , la 
quinta  ec.  La  denominazione  della  radice  fi  chiama  il  di 
lei  indice  , e però  l’ indice  della  radice  quadrata  , o fia  fe- 
conda è il  due;  della  cubica,  o fia  terza  il  tre;  della  quar- 
ta il  quarto  ec.,  e per  cavare  la  radice  da  una  data  quan- 
tità devefi  ritrovare  quell’ altra  quantità,  la  quale  moltipli- 
cata in  fe  fielTa  tante  volte  una  meno,  quante  fono  le  unità 
nell’indice  della  radice  , abbia  prodotta  la  quantità  propo- 
fla;  così  a farà  la  radice  quadrata  di  <w,  la  cubica  di  a’, la 
quarta  di  «*.cc.  ; iflefiamente  la  radice  quadrata  di  aabb  fa- 
rà aby  di  i6aabbcc  farà  la  radice  quadrata  ^abc\  la  cubica-, 
di  i^a' farà  lax^  c così  dell’ altre. 

15.  E poiché  il  prodotto  del  meno  col  meno  è feiii- 
pre  pofitivo,  come  di  fopra  fi  è veduto,  quindi  è,  che  la 
radice  quadrata  di  aa  farà  tanto  <7,  quanto  — a,  cioè  +; a ; 
non  così  della  cubica,  la  quale  farà  pofitiva  fe  fia  pofuivo 
il  cubo,  e farà  negativa  le  fia  quello  negativo,  poiché  il 

cubo 
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cubo  di  a farà  a’,  e — a’  quello  di  — a ; bensì  la  radice 
quarta  farà  e pofitiva,  c negativa;  e generalmente  parlan- 
do, la  radice  d'indice  pari  farà  Tempre  e pofitiva,  c nega- 
tiva; d’indice  difpari  farà  pofiiiva  fc  pofitiva  la  quantità 
propofla,  e negativa  fe  fia  quella  negativa.  E perchè,  per 
la  llefla  natura  de’  fegni  nella  moltiplicazione,  neffuna-. 
quantità  pofitiva,  o negativa  può  mai  generare  potella  ne- 
gativa d’cfponentc  pari  ; così  è imponìbile  ritrovare  radice 
d’ indice  pari  di  quantità  negativa  . Queflc  tali  radici  d in- 
dice pari  di  quantità  negativa  lì  chiamano  imponìbili , o 
immaginarie  ; farà  dunque  immaginaria  la  radice  quadrata 
di  — iw,  la  quarta  di  — as  la  quadrata,  e fella  di  — a‘ 
cc.;  e farà  vera,  e reale  la  radice  terza  di  — la  quinta 
di  — a'  €c. 

1 6.  Ma  il  più  delle  volte  la  propofla  quantità , di  cui 
fi  vuole  la  radice,  non  farà  un  quadrato,  un  cubo,  o altra 
poteflà  nata  dalla  moltiplicazione  di  quantità  razionale  in 
fe  flcfTa,  ma  farà  un  prodotto  d’altra  natura  , come  abj 
abecc.-,  in  quelli  cali  fi  fa  ufo  di  quello  fegno  K,  chi^ 

chiamafi  vincolo  radicale,  onde  V ab , o feraplicemente 
\/~ab  vorrà  dire  radice  quadrata  di  ab , abe  vorrà  dire 

radice  cuba  di  abCf  c cosi  y'  radice  quarta,  ^ radice 
quinta  ec. , e quelle  tali  quantità  affette  dal  vincolo  radi- 
cale lì  chiamano  Irrazionali . 


Dilla 
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Della  Somma  delle  Quantità  compofle  intere . 

17.  Dalla  fomma,  o fottrazione  delle  quantità  fem- 
plici  nafcono  le  comporte . Per  fommare  querte  pure  barta 
fcriverle  una  dopo  l’altra  con  que’  fegni,  che  inno  . Per 
fommare  adunque  a-^  beone — i,  fi  feriva  a-^-b-*-c  — 
per  fommare  taa  — ;e*’Con  ^cc+-  2^y,fifaccia  laa — xx  -f- 
3CC  +■  ryy  ; per  fommare  aa — xx  con  hb  +-  atx  ,fi  fac- 
cia aa — xx-^-bb-^xx->r‘yy\  ma  qui  oflervifi,  che  — xx^ 
e 4-xj«r  fi  elidono,  e dirtruggono,  adunque  cancellati  que- 
rti  , la  fomma  farà  aa  4-  bb  +-yy  ; per  fommare  laa  — ^bb 
con  aa  ibb  -t-yy»  fi  feriva  laa  — ^bb  -i-aa-H  ibb  -t-yy  ; ma 
2aa  +- aa  fanno  3^7^!,  e — 5^^  +-  zbb  fanno  — 3 W , adunque 
la  fomma  farà  laa — ibb  + yy  . 

Della  Sottrazione  delle  Quantità  compofle  intere  . 

18.  Si  mutino  i fegni  alla  quantità,  che  fi  vuol  fot- 
trarre , indi  con  i fegni  cosi  mutati  fi  feriva  preffo  quella  , 
da  cui  fi  vuol  fare  la  fottrazione.  Per  fottrarre  c — d da-i 

+•  fi  feriva  a-h  b — C4-i,ela  ragione  è chiara , imper- 
ciocché fottraendola  fola  quantità  c,  e fcrivendo  a-t-b — c 
già  fi  avrebbe  fottratto  troppo , perchè  devefi  fottrarre_» 
c — dy  cioè  la  fola  differenza  di  c,  edi  e però  fi  avrebbe 
fottratto  più  del  dovere , quanto  è la  quantità  d , adunque 
per  avere  giurta  la  fottrazione  bifognerà  aggiungere  effa.., 
quantità  d,  c fcrivere  a+-b—c-t-d;  lo  fleffo  dicali  delle 

quan- 
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quantità  più  comporte  . Per  fottrarre  a 3^  da  35  +<  ib  ^ 
fi  feriva  ^a+-  ^b  — a — 3^» , e facendo  la  riduzione  dei  ter- 
mini limili,  poiché  3tT  — a è 2j,e2^  — 3^6 — by  farà 
il  refiduo  za  — b\  per  fottrarre  aa  — zab  da  zaa  — ab  , fi 
feriva  zaa  — ab  — aa-t^zaby  cioè  aa-t-ab  ; per  fottrarre 
^ab  — zbc  +■  zcd  da  ^ab  — ^bc  -t-  zcd  , fi  feriva  $ab  — 
4éf  +-  zcd — ^ab  +-  zbe-^  zcd , cioè  facendo  la  riduzione  , 
Zab  — zbc  . 

Della  Moltiplicazione  delle  Quantità  eotnpofle  intere. 

ip.  Intefa  la  regola  del  moltiplicare  le  quantità  in- 
complerte , è faciliflìma  quella  delle  comporte . Si  feriva 
adunque  l'uno  de'  moltiplicatori  fotto  l’altro,  all’ufo  dell’ 
aritmetica  volgare,  indi  per  ciafeun  termine  dell’uno 
de’  moltiplicatori  fi  moltiplichino  tutti  i termini  dell’  altro 
con  la  data  regola  delle  quantità  femplici,  in  quello  , che 
rifulta, fi  faccia  al  folito  la  riduzione  de’  termini  fimili  , ed 
avraffi  il  prodotto . Abbiafi  da  moltiplicare  a-t-b — c pei^  a;; 

a ^ t—  C 

fi  feriva f_  » iì  moltiplichi  per  x ciafeun  termi- 

ax  4_  tx  — ex 

nc  dell’  altro  moltiplicatore  porto  al  difopra , e farà  il  pro- 
dotto ax-r-bx  — ex  . Abbiafi  da  moltiplicare  za-i-^b  — c 

ib  — e 

per  %x  — zyy  fi  feriva  , per 

6ax  -I-  ^hx  — iCX — 4«y  — ety  +.  icy 

lo  termine  3A?  fi  moltiplichino  tutti  i termini  della  quantità 
porta  al  di  l'opra,  indi  fi  faccia  lo  rtclTo  per  lo  termino 
— 2;^ , e fe  altri  termini  vi  forteto  al  di  fono  fi  farebbe  lo 

llertb; 
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fìcflo , e farà  il  prodotto  6ax  +-  9^x  — ^cx — ^ay  — 6by  +- 

2cy>  Nè  importa,  che  l’operazione  fi  cominci  a deftra,  o 

a finifira  rifpetto  all’uno  , ed  all'altro  de’  moltiplicatori , 

ficcome  nulla  importa,  che  di  eflì  piuttofio  l’uno,  che 

l’altro  fi  feriva  fopra  o fotto  , e che  fi  ponga  il  tale  o tal’ 

altro  termine  per  primo  . Abbiafi  da  moltiplicare  aa-*-xx 

per  aa  — xx , adunque  fi  feriva  aa  +-  xx 

aa  — xx 

cd  il  prodotto  farà  a*-*-aaxx  — aaxx  — x* 
ma  dcixx  — ddxx  fi  elidono  j adunque  il  prodotto  fata 
a* — • 

Nelle  moltiplicazioni  lunghe,  per  maggior  facilita  di 

ridurre  i termini  fimìli,  torna  affai  comodo  lo  fcrivere  effi 

termini  fimili,che  nella  moltiplicazione  fi  generano, uno 

fotto  r altro  in  quella  guifa 

fi  moltiplichi  ’ +■  %aah  — rahh  4-  b » 
per  ad  — ^ab  +■  6bb 

• 4.1  * 4- — 2a*bb-*-aab*  — ^ab*+6b* 

— 2oa * b — \^a'bh+-  i oaab  ’ — \iab* 

4-  2i^a'bb  4-  iSaab' 

dove  predo  fi  vede,  che  ^a*b  — toa*bùnno  — ija*b; 

2a'bb  — i^a'bb  -t-  243 ’ bb  fanno  7 a ' bb ; che aab * 4- 

loaab'-h  iB.2.ib'  fanno  ipjab’  ; che  — ^ab* — izab*  fan- 

ijab*  ; e però  il  prodotto  farà  finalmente  — 

ìja^b-h  Ja'bb+-  ipaab* — ijab^-^^6b*  . 

20.  Alle  volte  è fuperfluo  il  fare  l’ attuai  moltiplica- 
zione nella  guifa,  che  fi  è detta,  ballando  femplicemente 
l’indicarla,  il  che  fuolcfarfi  per  mezzo  di  quello  fogno  X, 

e col 
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è col  tirare  una  retta  fopra  ciafeuno  de*  moltiplicatori , la 
quale  fi  ellenda  fopra  tutti  que’ termini,  che  entrano  nella 

moltiplicazione  ; cosi  aa-^-  xx\  —xx  vorrà  dire  il  prodot- 

to di  aa  4-  XX  in  aa — xx  ; ma  nella  quantità  aa-i-  xx  X aa — ■sr-’f 
±:  a*  non  eflendo  il  termine  ± a*  lotto  la  retta  linea, non 
s’intende  egli  comprefo  nella  moltiplicazione  di  modo, 
che  cos'i  fcrivendo  vorrà  dire  il  prodotto  di  aa+-xx  in— 
oa  — XX,  al  quale  prodotto  è in  oltre  aggiunto,  o fot- 
tratto  a*  . 

21.  In  quella  guifa  , che  nelle  quantità  femplici  il 
prodotto  di  a in  a dicefi  il  quadrato  di  il  prodotto  di 
aa  in  a dicefi  il  cubo  di  a,  il  prodotto. di  a ’ in  <7  la  quarta— 
poteflà  ec.  ; cosi  nelle  quantità  corapode  il  prodotto  , 

per  efempio,  Ò\  a+-bin  a+  b,o  {iz  a +- bX,  a b dicefi  il 
quadrato  di  a+-b , il  quale  non  volendoli  formare  attuai- 

% 

mente  colla  moltiplicazione  , fi  fcriverà  cosi  a->>-b  \ ifief- 

famente  a^-b  Xa+-b  farà  il  cubo  , e fi  fcriverà  a + ^ ; 

- } » 

a-k-b  X a-^b , o pure  a-^-b  X^^b  dicefi  la  quarta  pore- 

nà,  e fi  fcrive  a +•  A ; lo  flefib  intendali  delle  quantità  di 
più  termini . 

Per  formare  attualmente  quelle  potellà , devefi  mol- 
tiplicare in  fe  la  quantità,  ed  il  prodotto  nella  ftefla  quan- 
tità fuccelfivamcnte  tante  volte  una  meno,  quante  unità 
contiene  il  numero  dcll’cfponente  di  elTa  poteflà  , che  fi 
defidera  . Ma  per  la  feconda  poteJlà,  cioè  per  lo  quadra- 

C to. 
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to,  lì  può  abbreviare  l’operazione  così  : Se  la  quantità  e 
un  binomio,  cioè  di  due  termini,  come  a±.b\  fi  faccia  il 
qindrato  del  primo  termine  , indi  le  gli  ferivano  apprefib 
i due  rettangoli , cioè  due  volte  il  prodotto  del  primo  ter- 
mine nel  fecondo  con  quel  legno  , che  porta  la  regola-, 
della  moltiplicazione,  e finalmente  fi  aggiungali  quadra- 

■ ■■  — X 

to  del  fecondo  termine  . Così  a-^b  farà  aa->r-  zab  bb  ; 

— — t -■  X 

a — b farà  aa  — zab  4-  W ; — a — b farà  aa  ■*-  zab  bb . Se 
la  quantità  folle  un  trinomio,  cioè  di  tre  termini,  fi  feri- 
vano in  oltre  i due  rettangoli  del  primo  termine  nel  ter- 
zo, e due  altri  rettangoli  del  fecondo  nel  terzo  (intenden- 
do, che  quelli  rettangoli  abbiano  que’  fegni,  che  porta  la 
moltiplicazione  ) e finalmente  il  quadrato  del  terzo  termi- 
% 

ne . Così  a -t-  b — e farà  egli  aa  +•  zab+-  bb — zac — zbc+-  ce . 
Se  la  quantità  farà  unquadrimonio  ,cioèdi  quattro  termini, 
fi  ferivano  in  oltre  due  volte  i rettangoli  de’  primi  tre  termini 
nel  quarto,  con  di  più  il  quadrato  di  efib  quarto  termine  ec. 

22.  Ma  rifpetio  alle  quantità  binomie  può  fervire  il  fe- 
guente  Canone  generale  non  folo  per  elevarle  al  quadrato, 
ma  a qualunque  poiefià  intendendo  per  m unqualunquc 
numero . Sia  dunque  p-^qòi.  clevarfi  alla  potefià  m , farà  ella 

p -ir  mp  y 4-  m'Km  — i p — iXw — zp  q* 

* ~ T“ 

4-  Wi  X >» — 1 X >»  — z X m — 3 p cc. , e così  profe- 

1 J 4 

■guendo  con  la  flella  legge  . ■ ^ Dtb- 
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■ Debbafi  adunque  fare  il  quadrato  di  , in  queflo 
calo  m farà  2 , e però  follituico  nel  canone  in  luogo  della  m > 
il'2,farà  il  primo  termine il>fccondo  cioè 

zpq  ; il  terzo  2X2 — • cioè  qq  ( non  eflendovi 

» 

confidcrata  la  quantità  p,  perchè  elevata  alla  poteflà  nulla 
fi  eguaglia  all’unità,  come  fi  dimofirerà  al  numero  yo.  ) 

il  quarto  2 X 2 — i X 2 — iXp^—ìq^ , ma  2 — 2 è lo 
» 1 

fiefib  che  zero,  adunque  queflo  termine  è moltiplicato 
per  zero,  e cosi  pure  ciafeun  de'  fufieguentì,  onde  faran- 
no eOì  ancora  zero , e però  il  canone  terminerà  col  terzo 
termine  , c farà  il  quadrato  ricercato  pp  +-  2pq  +-  qq . 

Si  voglia  la  terza  poteflà  di  p -i-  ^ ; farà  w = 3 , quindi 
farà  zero  il  quinto  termine  coi  fufleguenti  , e la  ricer- 
cata poteflà  ( fatta  la  foflituzione  di  3 in  luogo  di  m ) 
p « 4.  3ppjr  +.  ^pqq  +.  y » . Se  la  quantità  da  elevarfi  farà 
f—qt  batterà  porre  il  fegno  meno  a tutti  que’  termini , 
ne’  quali  la  ^ è a poteflà  difpari . 

Il  fuddetto  canone  ferve  non  folo  per  lo  binomio 
p+j;,  ma  per  qualunque  altro  ancora;  e però  fi  voglia  la 
terza  poteflà  di  lax' — xx'.  fifupponga  2ax—p^t — xx  — q^ 
farà  »»— 3,  indi  nel  canone  in  luogo  di  p,  e delle  poteflà 
di  p fi  follituifca  2ax^  e le  corrifpondenti  fue  poteflà  , lo 
fteffo  fi  faccia  di  — xx  in  luogo  di  ^ , e delle  fue  poteflà  , 
e fi  ponga  3 in  luogo  di  w , e farà  — iiaax*  t- 

6ax' — X*  . 

C 2 Anzi 
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Anzi  potrà  egli  fervine  per  qualunque  polinomio 
cioè  per  qualunque  quantità  compolla  di  più  termini , che 
di  due . Sia  il  trinomio  a 4-  b — c da  clevarfi  alla  terza  po- 
tertà,  farà  dunque  m—i  \ fi  ponga  e b — c — qt  indi 
furrogato  a,  e le  fue  potclìà  in  luogo  di  p,  e delle  fue  po- 
tedà  y ficcome  in  luogo  di  ^ , e fue  poterà  foUituito 

b — f,  e fue  corrifpondcnti  poteftà,  farà  a* +•  $aaXb — c 

4-  $a  Xb  — c 4-  b — c , cioè  a’  4-  3aaè — $aac+-  ^abb — 6abc 
( 

4-  3acc4-^*  — ^bbc-*-^bcc  — r*  • 

Della  Divtjìùtte  delle  Quantità  compofle  intere . 

23.  Tre  combinazioni,  o fiano  tre  diverfi  cafi  pof- 
fono  darfi  intorno  alla  divifione  delle  quantità  coraplelTe  ; 
il  primo  quando  fia  complelTa  la  quantità  da  dividerli  , e 
femplice  il  divifore;  il  fecondo  quando  fia  femplice  quel- 
la, e comporto  quello;  il  terzo  quando  fiano  comporti  e_. 
runa,  c l'altro.  Quanto  ai  primi  due  cafi  balla  far  ufo  del- 
la regola  delle  quantità  feraplici . Nel  primo  cafo  fi  divida 
ciafeun  termine  della  quantità  proporta  per  lo  divifore  , c 
nafeerannointieri , erotti, oinparteintieri, ed  in  parte  rot- 
ti, come  porterà  la  natura  della  divillone  nelle  quantità  fem- 
plici . Cosi  dividendo  aa-t- ab — ac  per  a,avralli  a -*-b — c ; 
dividendo  ^b—6bc-i-xx  per  zè,  avrafll  ia  — ic+-  xx  ; 

dividendo  t[ab—cc-^  ^xx  per  , avralfi  4<jè — cc+-  ^xxy 

o fia  ^ab — c 4-  xx  . Nel  fecondo  cafo  fi  fcriv'a  il  divifore 

~JT  j e 

. ferro 
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folto  al  dividendo,  all’ufo  delle  frazioni,  e fe  in  ciafcun 
termine  del  numeratore  , e del  -denominatore  vi  farà, 
qualche  quantità  comune  , fi  cancelli  qucfia;  e ciò,  che 
rimane,  farà  Tempre  una  frazione  . Dividendo  però  ia*b- 
per  aa — ax+-  ah,  farà  il  quoziente  *b  . Dividendo  6a* 

per  laa  — -t- , farà  il  quoziente  ^a* 

« ea  ^ux  ^ XX 

24.  Nel  terzo  cafo  fa  d’uopo  in  primo  luogo  ordina- 
re il  dividendo,  ed  il  divifore  relativamente  ad  una  qual- 
che lettera,  che  fi  crederà  più  a propofito  , il  che  fi  fa_. 
fcrivendo  per  primo  termine  e nel  dividendo,  e nel  divi- 
fore quello , in  cui  quefia  lettera  fi  trova  alla  maggior  di- 
menfione  o poteftà,  per  fecondo  termine  quello , in  cui 
quefia  fieifa  lettera  è alla  potefià  più  proflìma  ; e cosi  fuc- 
ceffivamente  fino  a que’  termini,  che  affatto  non  conten- 
gano effa  lettera,  i quali  faranno  gli  ultimi.  Cosi  farebbe 

ordinata  relativamente  alla  lettera  a la  quantità  +.  laac 

aab  — -iabc bbc  , ed  il  divifore  a — b . Che  fe  fi  voleffe 
ordinare  relativamente  alla  lettera  b , fi  fcrivcrcbbe  .la_ 
quantita  cosi:  bbc  — ^abc  — aab  +-  a ^ +-  zaac,  ed  il  divifore 
così  : — b +~  a . 

Ciò  pofio,  la  divifione  fi  fa  in  quefia  maniera:  Si  di- 
vide il  primo  termine  del  dividendo  per  lo  primo  termi- 
ne del  divifore,  ed  il  quoziente  fi  fcrive  a parte;  per  que- 
llo quoziente  fi  moltiplica  tutto  il  divifore,  ed  il  prodotto 
fi  foiirac  dal  dividendo;  fatta  la  fottrazione  , e ridotti  i 

ter- 
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termini , di  nuovo  fi  divide  nella  ftelTa  maniera  per  lo  ' 
primo  termine  del  divifore  il  primo  termine  di  ciò,  che  e 
rimaOo  nel  dividendo  , cioè  del  primo  refto  , e quello 
quoziente  fi  Icrivc  prelTo  l’altro  con  quel  fegno , che  deve., 
avere  ; indi  per  quello  fecondo  quoziente  fi  moltiplica 
tutto  il  divifore  , ed  il  prodotto  fi  fottrac  dal  dividendo  , 
cioè  dal  primo  rello',  cd  In  quella  guifa  operando  fi  ripe-' 
te  il  calcolo  fino  a tanto  , che  dalla  fottrazione  nulla  ri- 
manga ,e  la  fomraa  di  tutti  i quozienti  parziali  farà  il  quo- 
ziente totale  nato  dalla  divifionc  , ' . ' 

Sia  da  dividerfi  a ' +-  2,tjr  — — jj/r  +■  hhc  per  a — h 

Si  feriva  la  quantità  da  dividerfi  in  ( ) , il  divifore  in  ( B ) ; j 

divifo  a*  per  il  quoziente  farà  aa,  che  fi  feriva  in  (D),  . j 

indi  fatto  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore,  e fottrat- 
to dal  dividendo,  rimarrà  il  primo  rcllo  (Af) . Si  divida- 
il  primo  termine  laac  di  quello  refiduo  ( A/)  per  lo  llelTo 
primo  termine  a del  divifore  , c fcrivafi  il  quoziente  zac 
prefib  l’altro  in  (D),  fi  fottragga  dal  primo  refio  ( M)  il 
prodotto  di  zac  nel  divifore  ( B),  cd  avcrafli  il  fecondo  re-' 
fio  (iV) . Si  divida  il  primo  termine  — ahc  di  quello  fe- 
condo reflo  per  lo  flcffo  termine  a del  divifore  , cd  il  quo- 
ziente — he  fi  feriva  in  (D)  vicino  agl’ altri,  dal  fecondo 
reflo  ( N)  fottraggafi  il  prodotto  di  — he  nel  divifore , c_* 
nulla  rimane;  adunque  il  quoziente  farà  aa-hzae — he 
(/f  ) a’ +-zaac~~aah — labe*- hhc  {B)  a — b 
(M)  zaac —^ahe  hhc  , t 

' ' , ,,  \D)aa+-2ac  — he 

(]V)  • — ahc  hoc 

Sia  . i* 
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Sia  da  dividerfi  — -ia-tb — b'  per  a — Si  ferivi 
il  dividendo  in  ( il  diviforc  in  (B),  dividili  il  primo 
termine  a'  per  , ed  il  quoziente  <7.1  li  feriva  in  (D), 
indi  fatto  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore , e fottrat- 
to dal  dividendo,  rimarrà  il  primo  rcflo  {M)  ; fi  divida-. 
il  primo  termine  di  quello  rello  ( M)  , cioè  — ia.ib  per  lo 
flelTo  primo  termine  a del  divifore,  e Icrivafi  il  quoziente 
— lah  prelTo  l’altro  in  (D) , fottraggafi  dal  primo  relìo 
{M)  il  prodotto  di  — lab  nel  divifore,  e fi  avrà  il  fecon- 
do redo  ( N ) , fi  divida  il  primo  termine  abb  di  qucflo  fe- 
condo redo  per  lo  delTo  primo  termine  a del  divifore, 
ed  il  quoziente  bb  fi  feriva  in  (D)  accanto  degl’ altri,  foc- 
traggafi  indi  dal  fecondo  redo  (iV)  il  prodotto  di  hb  nel 
divifore  ( B),  e nulla  rimane;  adunque  il  quoziente  totale 
fai  à jj  — i.ib  -r-  bb 


(A)  a*  — ^aab-¥-  ^ahb  — b* 
ÌM)  — 2aab+-^(ibb  — b* 
(N)  abb  — b* 


(B)  a—h 
{D)  aa  — zab  +- bb 


Altro  Efempio 


Dividendo  zaa+-  ^ab  +-  zbb — ac — zbc , Divifore  «j-i-  ib 

Primo  redo  ab+-  zbb — ac — zhc , Quoziente  la-i-b c 

Secondo  redo  — ac — zbc 


Altro  Efempio 

Divid.  pd*-4-iìd'e  — 4ie*  — ?♦,  Divifore  3 di ee 

Primo  redo  laj'e-t-  4-/^’  — ^%Q^oz.3</^i+4J^^.f^ 

Secondo  redo  ^d.Ue  — e* 

Altro 
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Altro  Efempio 

Dividendo  ^aa  47Ù  — 2ac  -^bb — ec  Divifore  la  -t-b 
Primo  redo  lab — lac-^bb  — cc 

Secondo  refto  — zac — cc  Quoziente  la^b  — c 

Terzo  refto  bc — cc 

Ma  qui  oflervifi  , che  l’ultimo  retto  bc — cc  non  è 
divifibile  per  la  , ed  in  confeguenza  non  può  andare 
avanti  l’operazione,  rimanendo  la  frazione  bc  — cc,  e que- 

b 

tto  vuol  dire,  che  la  propotta  quantità  non  è interamente 
divifibile  per  ma  folo  in  parte,  e però  farà  il  quo- 

ziente in  parte  intero,  ed  in  parte  rotto,  cioè  ia+-  A — c 
4-  he — cr,o  pure  tutto  rotto,  fcrivendo  lac-b-  bb-'cc . 

la  ^ h la  +,  b 

Dell' Eflrazionc  delle  Radici  dalle  Quantità  compofle  intere , 

25.  Come  nelle  quantità  fcmplici,  cosi  nelle  compo- 
ne la  radice  quadrata  di  una  qualunque  quantità  è quella, 
che  moliiplicata  in  fe  ttetta  à prodotta  la  quantità  data;  la 
cubica  quella , che  moltiplicata  in  fe  due  volte,  la  quar- 
ta tre  cc. 

La  maniera  di  cavare  la  radice  quadrata  nelle  quan- 
tità compiette  è la  feguente,  intendendo  però,  che  prima 
fieno  ordinati  i termini  relativamente  ad  una  lettera  fe- 
condo, che  è ttaio  detto  al  numero  24, 

Sia  la  quantità  aa  +■  zab  -b-bb  cui  fi  vuole  la  radice 
quadrata,  che  fi  feriva  in  (^4)  ; fi  cavi  la  radice  quadrata 

dal 
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dal  primo  termine  aa,  e farà  efla  a,  la  quale  fi  feriva  in 
(5),  fi  fottragga  dalla  quantità  propofta  (-<4)  il  quadrato 
di  efla,  cioè  aa,  ed  il  refiduo  fi  feriva  io  (D),  indi  fi 
raddoppj  la  quantità  a fcritta  in  (B),  e fi  feriva  in  ( Af) , 
e farà  efla  za;  per  za  fi  divida  il  primo  termine  di  (D)  , 
ed  il  quoziente  b fi  feriva  in  (B),  indi  fi  moltiplichi  il  di- 
vifore  za  nel  quoziente  e fi  fottragga  il  prodotto  dalla 
quantità  (D),  e di  più  da  efla  fi  fottragga  il  quadrato  di 
A,  e perchè  nulla  rimane,  farà  dH-  A la  radice  cercata 

( y4 ) aa-t-  zab -^bb  (B)  a -t-b 
(D)  zab  + bb  (Af)  za 

Sia  la  quantità  a*-*-6a*b-h^ajbb—izab^-t-^*  l Si 
feriva  in  ( ^) , e fi  efiragga  la  radice  quadrata  dal  primo 
termine,  che  c aa,  e fi  feriva  in  (B),  il  quadrato  di  aa 
fottraggafi  dalla  quantità  (^),  e rimane  la  quantità  (D) , 
fi  raddoppj  aa,e  fi  feriva  in  ( Af),e  per  eflo  raddoppiato, 
cioè  per  zaa,  dividali  il  primo  termine  del  primo  reflo 
(D),  ed  il  quoziente  ^ab  fi  feriva  in  (B),  indi  fottraito  il 
prodotto  dì  ^ ab  nel  divifore  zaa  con  di  più  il  quadrato  di 
eflb  ^ab  dal  primo  reflo  (D),  rimarrà  il  fecondo  reflo 
(H) . Si  raddoppj  tuna  la  quantità  (B),  e fi  feriva  in_- 

(G)  , per  lo  primo  termine  di  efla  fi  divida  il  primo  ter- 
mine di  (H),  ed  il  quoziente  ~zbb  fi  feriva  in  (B) , 
perchè  fottratto  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore  (G) 
con  di  più  il  quadrato  dello  fleflb  quoziente  dalla  quantità 

(H) ,  nulla  rimane  , farà  la  quantità  fcritta  in  (B), 

^ cioè 
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cioè  aa-h  ^ab~~ibb  la  radice,  che  fi  cerca. 

(^)  a*+ 6a* b+ ^aabb  — iiab* ^b*  (B)  ^ab—ibb 

(D)  6a'b-*-^aabb^i2ah*-i-^^  (^^)  ^aa 

(H)  ^ì^abb-liab*^<^*  {G)  laa*  4ab 

Ecco  l’Operazione  per  altri  Eferapj . 

Sia  ^♦+4,7v'  — 8j'y+-4<?’  Riid.  yy -h  zay  — laa 

Primo  reflo  44J»’ _ W 

Secondo  reflo  —Aaayy—^a*y-i-^*  2yy-t-^y 

Sarà  adunque  la  radice  quadrata  yy  -*-  2ay  — 2aa 

Sia  la  quantità 

i6a*  ~t^aaxX'^i6aabb+i2bbxx+9>!*  Rad.4ja-3XAr-iW 

I,  reflo-  2^^^^  - i^oabb-^  \ zbbxx^^x  * 8aa 

II,  reflo  ^lóaabb +ì%bbxx  8j  j^€xx 

III,  reflo 

Con  quefla  operazione  fi  arriva  in  fine  all’ultimo  reflo 
~4b*y  il  quale  non  è divifibile  in  alcun  modo  per  8aa  , 
come  efigge  il  metodo,  che  in  quefto  cafo  non  à luogo  . 
Ciò  vuol  dire,  che  dalla  quantità  propofla  non  fi  può  at- 
tualmente eflraerela  radice  quadrata , e però  convienti> 
fervirfi  del  fegno  radicale,  come  di  fopraal  numero  jé.; 
lo  fleflb  facciafi  in  fimili  cafi  per  altre  radici  cube,  quar- 
te ec.,  e cosi  ^aa+-  bb  vorrà  dire  la  radice  quadrata  di 
aa^bb;  ^aab^abb  vorrà  dire  la  radice  cuba  di 
tab  — abb  ec. 

26.  Rifpetto  alle  radici  cube . Sia  da  eflracrfi  la  ra- 
dice cuba  dalla  quantità  a'  +-  Z^ab.  ^abb  -*-b* , che  fi 

fcri- 
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feriva  in  {A').  Si  cavi  la  radice  cuba  dal  primo  termino 
’ della  quantità  propolìa,  c fi  feriva  in  (B),  fi  fottragga 
il  cubo  di  quella,  cioè  a \ dalla  quantità  (^),  ed  il  refi- 
duo  fi  feriva  in  ( D ) , fi  faccia  indi  il  triplo  del  quadrato 
Ai  a y cioè  laOy  e fi  feriva  in  (Af),  per  eflb  fi  divida  il 
primo  termine  del  refiduo  (D)  , ed  il  quoziente  b fi 
feriva  in  (B),  per  efTo  fi  moltiplichi  il  divifore  ^aa  , ed  il 
prodotto  con  di  più  il  triplo  del  quadrato  di  b nella  quan- 
tità a,  ed  il  cubo  di  b fi  fottragga  dal  refiduo  (D)  ; o 
perchè  nulla  rimane,  farà  a ■¥  b\z  radice , che  fi  cercava. 

{A)  a' -^laab-^'^ahb-i-b^  (B^fl-4-è 

(D)  ^aab  ■¥■  “^abb +-b'  (M)  ^aa 

Debbafi  eflraere  la  radice  cuba  dal'a  quantità 

Si  cavi  la  radice  dal  primo  termine  z‘,  che  farà  zz  > 
e fi  feriva  in  ( B ì , fottraggafi  il  cubo  di  ( B ) dalla  propo- 
fla  quantità  ed  il  refiduo  fi  feriva  in  ( D>,  fi  faccia 
il  triplo  del  quadrato  di  (B),  e fi  feriva  in  ( Afl,  indi  per 
efTo  fi  divida  il  primo  termine  della  quantità  (D>,  ed  il 
quoziente  ibz  fi  feriva  in  ( B ),  fottraggafi  pofeia  il  pro- 
dotto di  ibz  nella  quantità  ( Af),  e di  più  il  triplo  del  qua- 
drato di  2bz  moltiplicato  in  zz  con  il  cubo  dì  ibz  dal  refi- 
duo  (D),  e fcrivafi  il  refiduo  in  (H),  facciali  il  triplo  del 
quadrato  di  (B),  che  fcrivafi  in  (G),  e per  Io  primo  ter- 
mine di  efTo  fi  divida  il  primo  termine  della  quantità 
(H),  ed  il  quoziente  — 4^è  fi  feriva  in  (B),  fi  raoltipli- 

D a chi 
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chi  quello  quoziente  nella  quantità  (G),  ed  il  prodotto 
con  di  piu  il  triplo  del  quadrato  di  — ^hb  in  az  -k  ed 
il  cubo  di  _ fottraggafi  dal'a  quantità  ( H),  c nulla- 
rimane  ; onde  farà  la  radice  cuba  della  quantità  propofta 
tutta  la  quantità  (13),  cioè  zz  -h  zbz^^bb. 


9 i 


Radice  cuba 

( B ) za  •+.  xbz  — 


(.4)  z4-$£z  — 40iz  4-9ÌÌZ— 64^ 

(D) I« redo fiia •— 40Ì z + 9<Siz”  64Ì  yz 

(H)II,  rello  —ixhbà — 48ÌZ+  — 54*  ÌM^-  Ixix^UlbbzM 

Nello  fteflb  modo  fi  farà  intorno  alla  quantità 

^ Radice  cuba 

/ A\  ^ ^ 9 14  S ^/T}\ 

\-n)  xyy  —$^cy  +144CO  — IJXC>4-  ^9^fyy  — Jfffy  -f  \o  ) iyy  — igr  -f  4CC 

(D)I.  refio  —^4Cy  -f  i44ccy  '+’9*fyy  — -4-54^ (-^0  *7y 

(H)  li.  refio  io8«/~ I4;CJ'  +is*fjy  — «+-®4*  ZTy— J(S<y+i 


XffV» 


27.  Per  le  radici  quarte . Sia  propofia  la  quantità 
j ♦ 4-  4<j  ' i 4-  6aabb  ^4ab*^b*,  di  cui  fi  voglia  la  radice^ 
quarta.  Si  feriva  in  (^) , e fi  cavi  la  radice  quarta  dal 
primo  termine,  che  farà  j,  e fi  feriva  in  (B)  , fottraggafi 
la  quarta  potefià  di  (B)  dalla  quantità  (>4) , ed  il  refiduo 
fi  feriva  in  ( D)  , indi  facciafi  il  quadruplo  del  cubo  di  a, 
c fi  feriva  in  ( Af),  per  elTo  fi  divida  il  primo  termine- 
della  quantità  (D),  ed  il  quoziente  b fi  feriva  in  (B), 
dalla  quantità (D)  fi  fottragga  il  prodotto  del  quoziente  b 
nel  divifore  4<J  * , e di  più  il  fefiuplo  del  quadrato  di  b nel 
quadrato  di  «,  ed  il  prodotto  del  quadruplo  del  cubo  di  b 
nella  quantità  a,  c finalmente  il  quadrato -quadrato  o la- 


quarta 
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quarta  poteflà  di  c perchè  nulla  rimane,  farà  a-^h  la_. 
radice  cercata 

ÌA)  (J*+- 45*^4.  6aabb  /\ab*  b*  (B)  a-i^b 
(D)  b flaabb-h /yib' b*  (Af)  4^’ 

28.  Rifpetto  alla  radice  quinta  . Per  vedere  in  quale 
maniera  crefeano  le  operazioni  da  farii,  baila  formare  la 
quinta  poteilà  del  binomio,  per  eferapio  a-t^b,h  quale^ 
ci  darà  regola,  ficcome  la  feconda,  terza,  e quarta  potc- 
ilà  dello  ilclTo  binomio  ci  à data  regola  per  le  radici  qua- 
drata, cuba,  e quarta.  Similmente  fi  difeorra  delle  radi- 
ci feda,  fettiraa  ec. 

Del  Calcolo  delle  Frazioni  /empiici  j e compofte 

zp.  Dalla  divifione  delle  quantità  s’è  veduto  comeJ 
nafeono  le  frazioni , o fiano  i rotti . Una  frazione  adun- 
que indica  una  divifione  da  fard  del  numeratore  per  lo 
denominatore,  onde  ne  viene,  che  fe  il  numeratore  farà 

10  ileiTo  del  denominatore , come  a,  o pure  aa  — bb^  ed 

a aa~m  bb 

altre  fimili,  tali  frazioni  niente  altro  vorranno  fignificare,' 
che  l'unità,  perchè  di  fano  dividendo  a per  a,  aa~bb  per 
aa  — fci’,  il  quoziente  è l’unita*.  E perchè  la  moltiplicazione  è 
un’  operazione  contraria  alla  divifione,  è chiaro , che  un  qua- 
lunquc  intero  fi  può  ridurre  ad  efierc  una  frazione  di  qual- 
fivoglia  denominatore , fe  per  la  quantità , che  deve  edere 

11  denominatore,  fi  moltiplicherà,  c fi  dividerà  l’intero; 

COCj 
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COSI  per  ridurre  l’intiero  a ad  una  frazione  del  denomi- 
natore h fi  fcriverà  ah\  per  ridurre  i ad  una  fraziono 

’T 

del  denominatore  à fi  fcriverà  ad—M\  per  ridurre  a+- 

ad  una  frazione  del  denominatore  c — d fi  fcriverà 
■ a-*-b\c—  d ^ cioè  ac  4- bc — ad — bd  . 

f —d  c — d 

Della  Riduzione  delle  Frazioni  aìF efprefjìone  più  femplicel 

30.  Quando  le  frazioni  anno  in  ciafeun  termine  del 
numeratore,  e del  denominatore  la  ftefla , o le  llefle  let- 
tere balla  cancelFare  nell’uno,  e nell’altro  le  lettere  co- 
muni, avendo  riguardo  alle  poteflà  loro , come  dilli  nella 
divifione  al  numero  io.  ; cosi  a^bb  farà  aabb\  ab*  farà 

ac  e ahc 

hb  ; a*b—x*b  farà  a*^x* . Ma  quando  anche  nel  nu- 

c aé  ^bh  a ^ y 

meratore,  e denominatore  non  vi  fiano  le  fielTè  lettere-., 
purché  l’uno , e l’altro  fieno  moltiplicati  per  la  llelTa  quan- 
tità, faranno  anco  per  clTa  divifibili , ed  in  confeguenza-. 
fi  potrà  ridurre  la  frazione.  Adunque  aac  — aady  che  è 

Cd— dà 

appunto  aa\c—d,  ridotta  farà  aa\  aa4-iab\  o fia_ 

dXc^d  * aat^.  xabb 

aa-h  zabXaa  4-  ^ab  , farà  ridotta  aa+iab  ; aac  — aad 

aa4-  xabXb  ^ cd—dd 

, o fia  aa  —bbXc—  d,  ridotta  farà  aa—bb  ; 

fd  — dd  ' . — . — 

dX  c-d  ^ 

aae 
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■oae^aaA^acd^-add^  0 aa^ad\  c- d,  ridotta  farA 

ed— da  - . ■ ■ ■■  . 

d^c—  d 

d 

Generalmente  adunque  ogni  qual  volta  la  frazione  è 
cale,  che  il  numeratore,  e denominatore  fieno  ambi  di- 
vìfibili  per  una  ftefia  quantità  ( che  in  quefii  cafi  fi  chia- 
ma il  loro  comun  divifore  ) facendo  attualmente  le  divi- 
fioni , i due  quozienti  daranno  la  frazione  ridotta  ; ma_. 
avvertafi,  che  fe  il  comune  divifore  non  è il  maflìmo , la 
frazione  farà  bensì  ridotta,  ma  non  alia  più  fcmplicc  cf- 


prefllone ; cosi  la  frazione  a*  — ahb ^ <;:he  h aV a -t- bY a~  ^ 

"T>r7xT^ 

può  efièredivifa nel  numeratore,  e nel  denominatore  per^, 
per  a-hby  e per  aa  ab;  il  maflìmo  di  quelli  divifori 
caa+- ab;  adunque  perchè  fia  ridotta  alla  minima,  bifognerà 
dividerla  per  e farà  il  quoziente  — Ma  il  più  delle 

e 

volte  è alTai  difficile  il  rieonofeere  fe  vi  fia , c quale  fia- 
quello  comun  divifore,  e però  fe  ne  darà  la  regola  più 
abbalTo  al  numero  3<J,  per  ora  ommettendolo  a fine  di 
non  confondere  troppo  la  Gioventù  non  ancora  avvezza , 
c paflerò  all’ altre  operazioni  fervendomi  di  frazioni  ridot- 
te all’  efprelfione  più  feipplice  . 


Del 


I 
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Del  Ridurre  le  Frazioni  al  comun  Denominatorel 

■31.  Se  le  frazioni  fono  due  : Si  moltiplichi  il  nume- 
ratore della  prima  nel  denominatore  della  feconda,  in- 
di il  numeratore  della  feconda  nel  denominatore  della-, 
prima,  e ciafeun  prodotto  fi  divida  per  lo  prodotto  de* 
due  denominatori  ; cosi  a x farà  ay^xb  ; a • — zxx 

b y by  yy  \b 

farà  %a^b—  zxxyy\  aa—xx  —aa  farà  aam-mxx-aam  aanj 

\byy  m+ n m mm  + mH 

cioè  — tnxx  — aan . Ma  devefl  avvertire , che  alle  volte 

mm-t-  mn 

i due  denominatori  delle  frazioni  poflbno  avere  un  malTi- 
mo  comun  divifore  , nel  qual  cafo  è fuperflua  la  moltipli- 
cazione de’  numeratori  in  eflb  maffimo  comun  divifore 
e di  effi  comuni  divifori  fra  loro  per  formare  un  nuovo 
denominatore  , perchè  dovrebbefi  poi , ciò  non  oftantc  , 
ridurre  la  frazione  alla  più  femplice  efprefllone  ; quindi 
debbonfi  moltiplicare  i fuddetti  numeratori  non  per  i de- 
nominatori , ma  per  i quozienti , che  rifultano  dal  divide- 
re efll  denominatori  per  lo  comune  loro  divifore  ; ed  il 
denominatore  farà  il  prodotto  di  effi  quozienti , e del  det- 
to comun  divifore  . Per  efempiq  fia  a*  -i-abb,  riducendo 

mn  tnx 

al  folito  al  comun  denominatore,  farebbe  a'mx ^-abbmtt , 

mmn  X 

cioè  a*x+-abbn;  adunque  era  fuperfluo  moltiplicare  i nu- 

m nx 

mer»- 
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mèratori  per  m comim  divifore  de’  denominatori , ficco- 
me  era  fuperfluo  moltiplicare  i denominatori  fra  loro,  e 
ballava  moltiplicare  a*  iax,  ed  ahl>  in  » per  formare  i 
numeratori,  e moltiplicare  m in  « in  per  formare  il  co- 
mune denominatore . Cosi  per  ridurre  al  comune  deno- 
minatore ballerà  moltiplicare  ^ aa  in  a -hb. 


e farà  a'^b^^alaab, cioè  — b^  — a^b.  Similmente  per 
«■♦•A* 

ridurre  al  comun  denominatore  b*  +•  a * + ^ S poiché 

eac-aad  cd—dd 

c—d  è comun  divifore  di  ambi  i denominatori,  ballerà 
moltiplicare  b*  per  d,  ed  a’  4- per  aa  rifpetto  a’  nume- 
ratori, e moltiplicare  aa  in  d in  r— d rifpetto  al  denomi- 
natore, e però, farà  b^d +■  a'  . 

aacd  — tadd 

Se  le  frazioni  da  ridurfi  al  comun  denominatore  fof- 
fero  tre:  Si  riducano  le  prime  due,  indi  fi  riduca  la  riful- 
tante  da  quelle  colla  terza;  e cosi  fucceffivamente  fe  fof- 
fero  più . Per  ridurre  al  comun  denominatore  a —m, 

b d n 

fi  riducano  le  prime  due , e fi  avrà  ad-hbc\  e ridotta-. 

’ bd 

quella  con  la  terza  farà  ad»  +•  ben  — bdm  . • Che  fe  iiu 

bdn 

oltre  vi  folTero  degli  intieri  ; poiché  qualunque  intiero 
fi  può  confiderare  , come  una  frazione  , che  abbia-, 
r unità  per  denominatore , fi  procederà  nello  (leflb  mo- 

E do  ; 
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do  ; COSI  idij -f-  jAT*  — ly*  jCioè  2jij -t-  ^x*—  iy*  fari 

ixx—^ax  1 ]jrx  — 8nx 

6i3xx^  l6g*x-^  ^x*—  2y^  . 

J3f*—  Zax 

Della  Somma , r Sottrazione  delle  Frazioni . 

52.  Le  frazioni  fi  fommano  con  lo  fcriverle  una_. 
prefib  dell'altra  con  que’  fegni,  che  inno;  ed  all’ oppo- 
rlo nella  Attrazione  fi  mutano  i fegni  a quelle , che_» 
dtbbonfi  fottrarre;  e lo  ftefib  facciafi  fe  con  le  frazioni 
vi  follèro  degl’intieri.  Per  fommare  aa  con 

c e 

aa+  bb;  per  fommare  aa  con  xx  — ^,fifcriva  aa^xx^y, 

C c m e m 

che  ridotta  poi,  fe  fi  vuole,  al  comun  denominatore  è 
aam  4-  cxx  — cmy  ; per  fommare  aab^  con  aabb, 

a*~%uhb+.  i* 

fi  feriva  aab*  +■  aabh^  che  fe  in  oltre  fi  voglia  ri- 

durre  al  comun  denominatore,  fi  ofiervi,  che  il  denomi- 
natore della  prima  è il  quadrato  di  aa  — bb\  adunque  i 
denominatori  inno  il  maffimo  comun  divifore  aa  — hb\ 
e per  elio  divifi,  i quozienti  fono  aa  — bb  del  primo  , e_. 
l'unità  del  fecondo , e però  ballerà  moltiplicare  il  nume- 
ratore della  feconda  frazione  per  aa  — bb,  e dividere  il 
lutto  per  a*  ^zaahb-*-  b*  , e farà  aah*  4.  a*hb  — aab*  , 

I 

' . cicc 
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cioè  a^bb  . Per  fottrarrc  bb  da  aa  fi  feriva  aa  —hb . 

a*—,  laati  A ♦ ce  e 

Per  fottrarre  a— ATAf  da  yy  fi  feriva  yy  —a  +>ex , e ridu- 

m nt  ~~  H m — « m 

cendo  , fe  fi  vuole , al  comun  denominatore  myy  — awbii 

mm  — mn 

awM  + mx»  — nxx . Per  fottrarrc  da 

V.  ».i»_tnn  tcd—idJ 

fi  feriva  a*+  b'  ^b*  ,c  volendo  ridurre  al  comune 

itd  — xid  ^aat  — 4acd 

denominatore  fi  moltiplicherà  a*-*~b*  per  laa,  e — 
per  d,  ed  il  tutto  fi  dividerà  per  /[nacd^^add,  c larà 
2a‘  -t-  laab*  ^b*d 
4taed  — ^aadi 


Della  Moltiplicazione  delle  Frazioni» 

33.  Si  moltiplicano  i numeratori  fra  loro,  e lo  fief- 
fo  fi  fa  de'  denominatori , e la  nuova  frazione  è il  prodot' 
to^  delle  frazioni  moltiplicate , Cos»  per  moltiplicare  ac 

« * ■ • A 

in  be  fi  feriva  ohe*,  che  fi  riduce  ad  acc  ; per  nwltiplica- 
. "5"  A4  “T” 

re  2a^  in  3aa->  bb  fi  feriva  6a*b^2ob* . Lo  fiefib  fi  fac* 

A^.c  jc  jie^.  fce  . 

eia  fe  vi  fieno  interi  confiderando  l'intiero,  come  una_^ 

frazione,  il  di  cui  denominatore  fia  l'unità  ; cosi  per  moh 

tiplicare  2«  in  A-AT 3>'^  fi  faccia  laxx^óayy 
— — . 

F.  3 ' Dcb- 


\ 
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Dcbbafi  moltiplicare  aa-^bb  in  a — b.  In  quelli , c 

a-—  b 

fimili  cali , giacché  la  quantità,  che  deve  moltiplicarle 
la  ftelTa  del  denominatore  della  frazione,  ballerà  cancel- 
lare il  denominatore,  ed  il  prodotto  farà  aa-h  bb\  debball 
moltiplicare  aa  — bb  in  aa-^abj.  fi  ofTervi,  che  aa-^bb 

(I4.  b 

è a-t-bX  a^bj  e però  fi  verrebbe  a moltiplicare  aa~-ab 
in  a + b in  a — b per  indi  dividere  per  a-*-b;  adunque  giac- 
ché a-t-b  farebbe  un  comun  divilore  del  numeratore  , e-, 
denominatore,  che  rifulterebbe , fi  potrà  omraettere  e la_. 
moltiplicazione  , c la  divifione  per  efib  a-t-b  , ballando 
che  fi  moltiplichi  il  numeratore  per  a — b,  ed  il  prodotto 
farà  a ' _ laab  +■  abb.  Cosi  il  prodotto  di  a*  — abb  in  a • 

KX  — yy  «4—  bb 

farà  . 

XX— yy 


Della  Divifione  delle  Frazioni. 

34.  La  divifione  delle  frazioni  fi  farà  moltiplicando 
in  croce,  cioè  moltiplicando  il  numeratore  del  dividendo 
nel  denominatore  del  divifore , e quello  prodotto  farà  il 
numeratore  della  frazione , che  deve  elTere  il  quoziente  ; 
indi  moltiplicando  il  denominatore  del  dividendo  nel  nu- 
meratore del  divifore,  ed  il  prodotto  farà  il  denominatore 
del  quoziente  . Quello  quoziente  poi,  fe  farà  bilogno  , fi 
ridurrà  all’efprelTione  più  femplice.  Debbafi  dividere  ab 
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per  m , farà  il  quoziente  ; dcbbafi dividere  ab  per  — w, 

" cm  c n 

farà  abrtf  o fia  —abn^  che  è lo  ftcffb,  numero  13.;  debbafi 

— cm  cm 

dividere  a*^ b * per  aa—  ah  +-  hb , farà  a^c^h'c  ■ 

E*  chiaro  il  vedere,  che  fe  le  due  frazioni , cioè  divi- 
dendo, e divifore  , avclTcro  il  medefimo  denominatore  , 
farebbe  fuperflua  la  moltiplicazione  in  croce , come  fe  lì 

volefle  dividere  aa  per  c—d  , badando  in  quello  cafo  di- 
ti» m 

videre  aa  per  c — d;  poiché  moltiplicando  in  croce  fareb- 
be ma  riducendo  alla  minima  efpreffione  farà  aa . 

cm  — dm  c d 

Così  dividendo  a* -abb  per  aa  + zab 4-  bb , farà  a^  — ahb^ 

c—  d c — d aa^-iat+H  * 

ma  riducendola , poiché  il  numeratore  è b\a—b, 
cd  il  denominatore  è T^bxJ^b,  farà  aa-ab.  Iftefla- 

’ a -j.b 

mente  fi  operi  dividendo  intiero  per  frazione,  o frazione 
per  intiero,  confiderando  l’intiero  come  una  frazione,  il 
di  cui  denominatore  fia  l’unità  ; così  dividendo  per 
^yy—  $jcy  la  quantità  aa^xx,  farà  3 a • — ^ax^ 

lyy—  }X> 

Deir  Eflrazione  delle  Radici  dalle  Frazioni . 

35.  Si  efirae  la  radice  dalle  frazioni  con  lo  efiraerc 
la  radice  dal  numeratore,  ed  indi  dal  denominatore;  e 

quella 
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quefta  nuova  frazione  farà  la  radice  della  frazione  propo- 

Ila . La  radice  quadrata  di  aabb  farà  adunque la  radice 


e f 


quadrata  di  a* — raahb-t-b*  farà  aa-~bb\  la  radice  qua- 

aa  4.  +.  4/A  a-^  li 

drata  di  4aa  -h<S^x  — itfoaA-,cioèdi  looaa -+6^x  — itfoax 
7f  ~ *5 

farà  Sa;.  Lo  IlelTo  dicafi  delle  radici  cube,  quarte. 


quinte  ec. 

Ma  fe  non  fi  potrà  eftraere  la  radice  dal  numeratore , 
c denominatore , bensì  da  uno  de*  due  ; fi  efiragga  da 
quello , da  cui  fi  può,  ed  all*  altro  fi  ponga  il  fegno  radica- 
le . Cosi  la  radice  cuba  di  a*  farà  aa  , la  radice 

cuba  di  aax  — x^  farà  l/'qgx-ix'  ’ numera- 

fl'  i’  <fi> 

tore , nè  dal  denominatore  fi  potrà  efirarre  ella  radice , fi 
porrà  tutta  la  frazione  lotto  al  vincolo  radicale  ; cosi  la.* 
ridice  quadrata  di  x*-a*  farà  f/’x*  — a*  . 


Del  mjpmh  comun  Dtvìfore  di  due  Qwmitày  0 Forinole  \ 

3<J.  Per  formola  s’intende  una  qualunque  efprelfione  ana- 
litica incomplelTa,o  complefia,  le  di  cui  lettere  facendo  figura 
d’indeterminate  polTono  elfcre  quelle,  che  più  fi  vuole  per 
modo  che  tutto  ciò,  che  di  ella  forinola  fi  dica,  s’inten- 
da 


Diq:t:2e- 
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da  detto  di  qualunque  altra  d’altre  lettere  comporta  , ma.^ 
ad  erta  limile. 

Per  avere  il  raalTimo  comun  divifore  di  due  quantità, 
o forinole  : In  primo  luogo  fi  olTcrvi,  fc  ciafcun  termine 
d’ambedue  folTe  moltiplicato  per  una  medefima  quantità  , 
o numero;  nel  qual  cafo  per  elfo  fi  faccia  la  divifione-., 
indi  fi  ordini  l’una,  e l’altra  formola  fecondo  una  qualun- 
que lettera  a piacere  ; cioè  fi  ponga  per  primo  termine.» 
quello , in  cui  erta  lettera  è alla  maggiore  dimenfione  , 
ed  indi  gli  altri  per  ordine  . Sieno  le  due  formole.» 

fono  dlvifibili  per  la  lettera  b , divife  ed  ordinate , fe  cosà  pia- 
ce , per  la  lettera  Af  fonone  ♦_  %aaxx-^  i8j’ a?  — 8j^; 

x'  — axx  — Zaax 6a*  . Ciò  fatto,  la  prima,  cioè  quella.» 
% 

in  cui  la  lettera  x,  che  ordina  i termini  , è alla  maggior 
dimenfione,  fi  divida  per  la  feconda  dicendo  x*  divifo 
per  x^  dà  di  quoziente  x,  ed  il  prodotto  di  querto  quo- 
ziente nel  divifore  fi  fottragga  dal  dividendo,  e fi  avrà  il 
primo  rerto  — 2iJAf  ' -I-  iia'x  — Sa* , che  11  riduca  aU’cf- 
prelfione  più  femplice  ( come  Tempre  deve  farfi  ) dividen- 
dolo per— aa,  e farà  * ’ — +- 43  ’ . E perchè  la  di- 

raenfione  della  x in  quefio  rcfiduo  è la  rtefia  del  divifore, 
con  lo  rtefib  divifore  fi  divida  erto  refiduo,  da  cui  ifiefia- 
mente  fottraggafi  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore.» , 
e fi  avrà  il  fecondo  refiduo  axx -i-  z-ìjx  — 2a*  , cioè,  divi- 
dendo per  <3,  XX  + 2JX—  2ja.  Ora  poiché  in  quello  refi- 

duo 
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duo  li  dimcnfione  della  x è minore  che  nel  diviforc , s'in- 
. verta  l’ordine , e fi  faccia  fcrvire  quefio  refiduo  di  divifo- 
rc, ed  il  divifore  primo  di  dividendo,  e fatta  la  divifio- 
ne , fi  fottragga  il  prodotto  del  quoziente  nel  fecondo  di- 
vifore dal  fecondodividendo,  cioè  da  x ’ — axx  —taax  *4a  ' , 
c farà  il  refiduo  — ^axx  —6aax  cioè  dividendo  per 

— xx^-^ax—^aa\  e perchè  quell’ ultimo  refiduo  è 
lo  ftellò  del  diviforc,  farà  elfo  il  raaffimo  coraun  divifore 
delle  due  formolo  -^%aaxx  4-  i8a*x  ^8a*  ; 

x*-~axx—8aax+^a’  , e qucflo  moltiplicato  in  cioè 
hxx-viahx — xaab  farà  il  maffimo  comune  divifore  delle 
due  formolo  da  prima  propolle  hx‘'—'^abx^~.8aLìbxx->r< 
•>r  \8iVbx ~-8a''h  \ bx'  — abxxr^8aabx-^-6a^b,  le  quali 
furono  divife  per  b . 

Sieno  le  due  formolo  x^^^x'  4-  iiaaxx^  2oa*x^ 
Ila*  i x*—^ax*é-  iiaaxx^i6a*x-h  2^*  ordinato 
per  la  lettera  a^,  la  quale  effendo  alla  fiefTa  dimenfiono 
iidi’una,  e nell’altra,  è arbitrario  di  prendere  quella,  che 
lì  vuole,  per  divifore  . Si  divida  adunque  la  prima  per  Ia_, 
feconda,  e fottratto  dal  dividendo  il  prodotto  del  quozien- 
te nel  divifore,  farà  il  primo  refiduo  —ax'^aaxx-^ 
— 44’Ae— , cioè  dividendo  per  ^j,at*4-  «ArAr -h 
4-  ^aax-h  Ita’  . Qui  invertendo  l’ordine  fi  prenda  qutflo 
refiduo  per  divifore,  ed  il  primo  divifore  per  dividendo  ; 
fatta  la  divifione,  e fottrazione  del  prodotto  del  quoziente 
in  quello  fecondo  divifore  dal  fecondo  dividendo  , farà  il 
fecondo  refiduo —43A:*-*- Sa^iArAf— 2 Sj'ac-i- 24-7+  j cioè 

divi- 
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dividendo  per  •—4^  » x'—  laxx-^  'jaax-^6a'  . Con  Io' 
fleflb  fecondo  divifore  fi  continovi  la  divifione  di  quefio 
fecondo  refiduo.,  e fatta  la  fottrazione  al  folito,  fi  avrà  il 
terzo  refiduo  — ‘^axx+  ^aax—  i8a*  , cioè  dividendo  per  > 
— 3a  , XX  ^ a x^6aa . Si  inverta  di  nuovo  l'ordine  , e_» 
per  quello  terzo  refiduo  fi  divida  il  fecondo  divifore.» 
x^->raxx^  i^ax->f  laa*  , e fatta  la  fottrazione  al  folito  , fi 
troverà  il  refiduo  laxx—  2aax+-  ila' , cioè  dividendo  per 
aa,  xx^ax+-  €ja,  che  è la  fiefia  quantità  di  quella  , che 
à fervito  di  divifore;  e però  il  malfimo  comune  divifore_» 
delle  due  propolle  formolo . 

Sicno  le  due  formole  f*  — aajf  — bbff" +■  aabb  ; /’  — af— 
^zabf-t-  2aab  ordinate  per  la  lettera/.  Si  divida  la  prima 
per  la  feconda  , ed  il  prodotto  del  quoziente  f nel  divifo- 
re fottratto  dal  dividendo  darà  il  refiduo  primo  af*  — 
’-aaff-i-zahff—bbff—iaabf-^aabb,  che  fi  profeguifea  £L» 
dividere  per  lo  lìelTo  divifore , e fottratto  il  prodotto  del 
divifore  nel  quoziente  a dal  dividendo,  fi  avrà  U fecondo 
refiduo  lahff^bbf.^za^b-i-aabbt  cioè  dividendo  per  b^ 
te^-bff—2a^-^aab\  fi  inverta  l’ordine,  e per  quello  fe- 
condo refiduo  fi  divida  il  primo  divifore  /*  _ off—  labf-t- 
■\~2aabt  e fatto  il  prodotto  del  quoziente  f nel  detto 

%a  —b 

refiduo,  che  a fervito  ora  di  divifore  , ed  indi  fatta  la  fot- 
trazione,  11  avrà  il  terzo  refiduo  —nf-h  aaf-2abf+  laabj 
cioè  dividendo  pct  ihf'~  2 -ib  . Con  lo  Iklfo 

ordine  fi  continovi  la  divifione,  e fottratto  il  prodotto  del 

F qno- 
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quoziente  t nel  diviforc  z.ijf— aab~  u'  , fi  à il 

quarto  refiduo  —af-*-  zhf-zab-t-ajj  per  cui,  invertendo 
pure  l’ordine,  fi  divida  il  terzo  refiduo,  e Tottratto  il  pro- 
dotto del  quoziente  f nel  divifore , fi  avrà  il  quinto  re- 

it — 4 

fiduo  if>f—  zabf  cioè  dividendolo  per  ibyf—  a \ eflb  fi  di- 
vida per  il  quarto  refiduo  —af+  zbf—  lab-^  aa^  e fottrat- 
lo  il  prodotto  del  quoziente  i nel  divifore  , rimane-» 

xb^  a 

nulla  ; quindi  fe  per  Io  denominatore  dell’ultimo  quozien- 
te, elTcndo  una  frazione,  fi  dividerà  l’ultimo  divifore.» 
^ujf-^zbf  -zah-^aa,  farà  il  quoziente  f—a  il  maflìmo 
divifore  delle  due  formole  propofie;  ma  perchè  era  arbi- 
trario di  eleggere  per  divifore  quello,  che  fi  è eletto  per 
dividendo,  e vicendevolmente,  cioè  fi  poteva  anche  di- 
videre — af+-  zbf—  lab  +■  aa  per  /—  u , fi  faccia  attual- 
mente la  divifione,  ed  il  quoziente  farà  ih  — a fenza  refi- 
duo  , e però  f—a  il  maflìmo  comune  divifore,  come  fi 
è già  ritrovato  per  mezzo  dell’altra  divifione  . 

Poflbno  però  due  formole  avere  un  maflìmo  comun 
divifore  , quantunque  eflendo  efle  ordinate  fecondo -una^ 
tal  lettera , non  pofla  in  queflo  modo  ritrovarli , nel  qual 
cafo  fa  d’uopo  ordinarle  fecondo  altra  lettera  fino  , che  ci 
venga  fatto  di  ritrovarlo  ; che  fe  fatta  la  prova  ordinando- 
le fecondo  ciafeuna  lettera  , non  ci  riefee  l’intento,  non 
averanno  efle  un  maflìmo  comune  divifore;  così  non  ritro- 
veraflì  nelle  due  formole  di  quell’ ultimo  efempio  ordi- 
nandole 
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nandole  fecondo  la  lettera  b,  che  però  fi  è ritrovato 
avendole  ordinate  fecondo  la  lettera/. 

Le  tre  frazioni  adunque 

AT^— SjJATjf  4-  iSa* x—ia* 

X * — axx  — • Saax  +-  6a  * 

x^~-  4ax’-t-  I \aaxx—  loa'  x^^-1^a* 
x*-~  ^ax'-h  izaaxx-^  i6a*x-h  z^a* 

f*  —aaff'^bhff'-h-  aahb 
f'-ajf—zabf-i-zaab 

dividendo  il  numeratore,  c denominatore  della  prima  per 
XX  4-  zax  — zaa  \ della  feconda  per  xx^ax-h  6aa\  e della 
terza  per  /—  verranno  ad  eflere 

La  Prima  xx—  ^ax  +■  ^aa 

AT-ja 

La  Seconda  xx—  ^ax-^  rag 

XX  — zax  4-  4aa 

La  Terza  /*  4-  ajf—  bbf^  àhb 

f-zab 

Ridotte  COSI  all’ efpreflìonc  più  femplice,  come  diflì  di  fo- 
pra  al  numero  30. 


F z Della 
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Delia  Riduzione  delie  Quantità  irrazionali  alla  più 
femplice  efprejjione . 

37.  Si  è veduto , come  nafcano  le  quantità  irrazionali, 
che  forde  ancora , o radicali  fi  chiamano  ; cioè  quando 
attualmente  non  fi  può  eftrarre  la  radice  , che  fi  cerca.. , 
e però  fi  fa  ufo  del  vincolo  radicale.  Ma  fpefle  volte  ac- 
cade , che  la  quantità  fotto  al  vincolo  Ila  il  prodotto  di  due 
moltiplicatori , uno  de’  quali  fia  appunto  una  potellà  del- 
lo ftefib  nome  della  radice , che  fi  vuole  ; come  farebbo 

^ aabe  , o ^ aab  — aax  , la  prima  delle  quali  è la  radice 
quadrata  del  prodotto  di  aa  in  bc,  la  feconda  del  prodotto 

di  in  t — COSI  pure  t'  a'x^a'y  , che  è la  radice' 
cuba  del  prodotto  di  ’ in  x . In  quelli  cali  fi  cava  la 
radice  da  quel  moltiplicatore,  da  cui  fi  può,  e fi  ferivo 
fuori  del  fegno  radicale  lafciando  l’altro  fotto  il  fegno,  e 
ciò  dicefi  cavare  la  radice  in  parte , o fia  ridurre  la  radica- 
le alla  più  femplice  efprelfione.  Adunque  ^ aabe  farà  lo 
fìenb,chcfl^  bc  i ^ aab-^aax  lofteflbjche  b—x\ 

a^ x-~a*y  lo  flefib,  che  a A x—y  ; e cosi  dell’  altre  . 
Similmente  poiché  c^'iaabc  è la  radice  del  prodotto  di 
\ 6 aa  in  3^r,  ridotta  farà  4 j ibc  \ cosi  poiché 

/ a » b—  /^aa'b+-  e\ab  » è la  radice  de!  prodotto  di  aa  — 

<C 

— ^ab 
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*- 4ai  +•  \n  ab,  c la  radice  di  aa  — ^b 4- ^b  h a — ib  , 

farà  la  radice  ridotta  a—  ibf^ ab.  aammxx->r  * p 

“7“  fp»» 

ridotta  Cirà  amf^  xx+  ^mp  • Cosi  %a'b-^  ridotta 



farà  la  b-Y-ia.  Cosi  a^^‘iaab+-  ^abb  — b'  , che  e 
la  radice  del  prodotto  di  aa—iab-i-  bh  in  a^b,  ridotta- 
farà  a — b a~~b.  Ma  molte  volte  non  fi  può  colla  fola 
ifpezione  riconofcere  , quali  fieno  que’  moltiplicatori , dai 
quali  è nata  la  propofia  radicale;  in  quelli  cafi  bifogna— 
ferviti!  del  metodo  di  ritrovare  tutti  i divifori , che  darò 
a fuo  luogo,  e fe  fra  quelli  ve  ne  farà  uno,  che  fia  appun- 
to una  potcfià  di  tale  efponente , quale  è l'indice  del  ra- 
dicale, fi  potrà  ridurre  nel  modo,  che  è (lato  detto, la- 
quantità  propofia . 

De/  Ridurre  i Radicali  alla  ftejfa  DenominaTaone , 

38.  Si  chiamano  radicali  di  diverfa  denoraìnazioneJ 
quelli , che  ànno  l’indice  diverfo . Per  ridurgli  adunque— 
a’  radicali  dello  fleflb  indice  fi  farà  cosi  : Se  l’indice  d’ un 
radicale  è parte  aliquota  dell’indice  dell'altro  , fi  divida— 
l'indice  maggiore  per  il  minore,  ed  il  quoziente  è quella 
poteflà , a cui  fi  debbono  elevare  le  quantità  , che  fono 
fono  il  radicale  d’indice  minore,  ed  a quelle  prefiggere- 
il  radicale  dell’indice  maggiore.  Siene' da  ridurfi  allo  flef- 

fo  radicale  le  due  quantità  t'^x^ax , o fia  ( che  è lo  fief- 

fo) 
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fo)  ax  ^ t a \ poiché  il  quattro  divifo  per  due  dà 
di  quoziente  due,  elevata  la  quantità  a del  fecondo  radica- 
le al  quadrato , farà  , e però  ridotta  alla  fteffa  deno- 
minazione di  . Cosi  ab^  » c ah  faran- 
no e ^a^b*.  Ma  fe  un  indice  non  è parte 

aliquota  dell' altro  ; fi  trovi  il  minimo  numero,  che  fia^ 
divifibile  fenza  frazione  da  ciafeun  indice  de’  radicali  da- 
ti, e quello  farà  l’indice  del  radicale  comune;  indi  fi  ele- 
vino le  quantità  al  grado  prodi  mamente  inferiore  del  nu- 
mero, per  cui  fono  crefeiuti  gl’indici  dei  loro  refpettivi 
radicali , e ad  effe  cosi  elevate  fi  prefigga  il  radicale  co- 
mune ritrovato.  Siano  da  ridurfi  allo  lleffo  comune  radi- 
cale le  due  quantità  A^ sf  » e A^ aaq  ; il  minimo  numero 

divifibile  per  2,  e per  3 farà  adunque  A^  farà  il  comu- 
ne radicale,  e perchè  l’indice  della  radice  quadrata  è cre- 
feiuto  in  quello  cafo  di  quattro,  e quello  della  cubica  di 

tre  ; adunque  fi  farà  rifpetto  alla  prima  ^ per 

la  feconda  ^ a* qq  . Se  i radicali  da  ridurfi  foffero  più  di 
due  ; fe  ne  riducano  prima  due  , e poi  il  terzo,  e cosi  fuc- 
celfivamente . 

E’  chiaro  il  modo  di  ridurre  fenza  ajuto  di  regolai, 
i razionali  a qualunque  radicale  elevando  il  razionale  alla 
potellà  dello  lleffo  nome,  o indice  del  radicale,  e prefig- 
gendogli lo  lleffo  radicale . 


Della 


J 
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Della  Somma , e Sottrazione  delle  Quantità  radicali . 

3p.  Per  fommarle  fi  ferivano  le  quantiù  radicali  una 
dopo  l’altra  co’  loro  fegni,  e per  fottrarle  fi  mutino  i fe- 
gni  a quelle,  che  fi  vogliono  fottrarre,  come  fi  c fatto 

nell’ altre  quantità.  Cos'i  perfora  mare  con  ibu'bx 

con  — fi  feriva  zb\^bx+  ^ a\^ bc  — ci^zy  . Per 
fommare  ^x\^ab  con  ^xi^ab  con  yi^bx,Ci  feriva-. 
^xi>'ab-t-‘}xì^ab-h  yi^bxy  e riducendo  i termini  fimili , 
il  che  fempre  fi  deve  fare,  farà  Sxi^  ab -i- yi^  bx  . Per 

fommare  a — b con  iy'aa  — xx,Ci feriva  a—b+v^ aa—  xx  . 
Lo  rtefiò , avuto-  riguardo  ai  fegni , fi  faccia  nelle  fot- 
trazioni  . 

Della  Moltiplicazione  delle  Quantità  radicali. 

40.  Per  moltiplicare  quantità  razionale  con  forda  o 
radicale  fi  fcrive  la  razionale  unitamente  alla  radicalo  , 
fenza  alcun  fegno  frappofio,  prefiggendo  a quello  pro- 
dotto quel  legno  pofitivo,  o negativo,  che  porta  la  rego-  - 
la  ordinaria  della  moltiplicazione , la  qual  cofa  intendali 
fempre  doverfi  fare  . Il  prodotto  adunque  di  a in-. 

aa—  XX  farà  au' aa  — xx  y ed  il  prodotto  di  ab  in  — 

farà  — ab ab  . E fe  le  quantità  razionali,  e radicali  folTe- 
ro  di  più  termini,  cioè  complelTe,  fi  moltiplichi  ciafeun 
termine  dell’una  in  ciafeun  termine  dell’altra,  e però  il 

pro- 
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prodotto  di  aa-~xx  in  \^xx-^yy  farà  aav^xx—yy^ 

xxVxx  — yy  y che  fi  fcrive  anche  cosi  aa—xxf^ xx -yy 
intendendo, che  fieno  moltiplicati  nel  radicale  que*  termi- 
ni , che  fono  coperti  al  di  fopra  dalla  retta  linea . 

41.  Per  moltiplicare  i radicali  fra  loro  ( fuppofio  , 
che  fieno  della  medefima  denominazione,  c non  lo  effcn- 
do  tali  fi  riducano  ) fi  moltiplicano  fra  loro  le  quantità  , 
che  fono  fotio  i fegni  radicali , ed  al  prodotto  fi  pone  lo 
fiefib  vincolo  radicale  con  quel  fcgno  pofitivo , o negati- 
vo, che  efigge  la  folita  regola  . Quindi  moltiplicando 

v^Tc  in  \^xy , il  prodotto  farà  v^bcxy  ; moltiplicando 
aa  — xxìti  — Kflj-f-  x)Cf  il  prodotto  farà  — a*  — x*  . 

» ~ X 

42.  Che  fe  in  oltre  i radicali  averanno  coefficienti 
razionali  numerici , o letterali , fi  moltiplichino  i coef- 
ficienti fra  loro  , ed  i radicali  fra  loro  , ed  il  prodotto 
de*  coefficienti  fi  ponga  fenza  fegno  frappollo  avanti  al 

radicale . Cosi  a'y^bbc  in  a bxx  farà  aa  l^b  * ex  x^ 

cioè  ridotta , ac^  ì^cxx  j cosi  xa  — V aa  — xx  in  b ^aa  -+xx 

0 

farà  zbi^aa-t-xx  — , 

a 

43.  Con  quella  regola  per  moltiplicare  m^ab  in.. 

fti^ab  fi  dovrebbe  fare  mni^aabb  ; ma  aabb  c un  qua- 
drato , e la  radice  è appunto  ab  , adunque  per  molti- 
plicare tra  loro  due  radicali  quadratici  fimili , ballerà  le- 
vare 
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vare  il  vincolo  radicale , e la  quantità , che  era  fotto  , 
moltiplicata  nel  prodotto  de*  coefficienti  farà  il  pro- 
dotto totale,  e però  in  —ci^ax—xx 

— ''  -T 


farà  — ih  Xax—xx,  cioè  — labcx  ibcxx  . Ma  dc- 

5-  • — - . 

vefi  avere  quella  avvertenza  , che  fe  le  radici,  non  aven- 
do coefficienti , fono  affette  dallo  fteOb  fegno  pofitivo , o 
negativo  , levato  il  vincolo  , fi  lafciano  le  quantità  con 
que’  fegni , che  anno  ; e fc  le  radici  anno  fogni  con- 
trarj , fi  mutano  tutti  i fegni  alla^  quantità  ;•  c però 


^ aa — ATA?  in  p/ 

X 

farà  aa — xx  ; e 


aa  xXfO  pure  — ^ aa — xx  in  — 1/ aa — xx 
^ ^ ^ ~T~ 

^ ^ aa — XX  farà  — aa  +- xx , 


o aa—xx  . La  ragione  fi  è , perchè  ^/aa  — xx  ( e 

* X 

COSI  di  qualunque  altra  ) s’intende  avere  fempre  per 
coefficiente  l’unità  pofitiva,  e — y^gg  — xx  l’unità  nega- 

tiva  , adunque  il  prodotto  dovrà  effere  i X aa—xx  nel 

- X 

primo  cafo , c —1  X aa  — xx  nel  fecondo  . 

X 

Ecco  però  alcuni  efempj  di  ^jucae  moltiplicazioni 
Moltiplicare  1^00+-  t/'aa  — xx 
in  ai  aa — xx 


G 


Pro- 
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Prodotto  ab-*-v^a'b — abxx-^aa — xx 


cioè 

MoItipUcire 

in 


V^a'b — abxx 

ab-h  iu^a*b — abxx-i-aa  — xx 
X — -!-;>* — yy 

X 

/ 

x-*-  — yy 


Prodotto 


XX— X y*—yy—\^4a*+-y*-^yy 


•*~x  4a^-t-y* — yy 


cioè  XX — ì^4a*-h  y*-t- 

% X 


Moltiplicare 

1 

1 

J ^—pp 

' 4 *7 

in  1 

l 

»kt 

1 

|/  W — ^ 

* »7 

Prodotto 

^7??  +-  ?l/ 

• 

4 • »7  4 »7 

cioè 

^ qr*-q^ 

'qq—pp~pp 

4 *7  *7 

1 


44- 
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44.  Poiché  aV ax , a—bv^ ax cc.  è il  prodotto 
della  quantità  razionale  nella  radicale  , c già  fi  fa  ri- 
durre qualunque  razionale  a quel  radicale  , che  più 
piace  , ne  viene  che  fi  potrà  Tempre  , volendolo  , far 
paflàre  fono  la  radice  quel  razionale  , che  la  moliipli- 

ca,  fenza  alterare  la  quantità,  e pelò  farà  aVa—x  lo 
llcflb  , che  V'a'  — aaXf  a — b\/xy  farà  lo  fieffb  , che 

aaxy  — 2abxy +•  bbxy  ; axf^ *n —n  farà  lo  flelTo  , 

phe  a* x*m  — a^ x*n  , c cos'i  di  qualunque  altra. 

45.  Sé  i radicali  da  moltiplicarfi  non  foflTero  dello 
fieffb  nome,  tali  fi  riducano  , e poi  fi  faccia'  la  molti- 
plicazione , come  fi  è detto  ; ma  molte  volte  torna  co- 
jnodo  1*  indicarla  folamente  fenza  attualmente  farla  , c 
ciò  con  lo  fcrivcre  un  radicale  preffo  l’altro  fenza  al- 
cun fegno  frappofio;  quindi  aa—xx  ^ xxy  vorrà 
dire  il  prodotto  di  una  nell'altra  radice  . 

- ‘Della  Divìjtone  delle  Quantità  radicali 

46.  Se  in  ciafeun  termine  del  dividendo , e del 
divifore  vi  foffe  la  fieffa  radicale  , orameffa  quella  , fi 
dividano  colla  folita  regola  le  quantità  razionali , e ciò 

che  rifulta  farà  il  quoziente  . Cosi  a dividere 
per  331^3,  il  quoziente  farà_5  ; a dividere  6va*+.  aafb 

ì 

G z per 
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per  aahb+.  b*  , cioc  6af^aa  *-hb  per  ibf^ aa-i-  bb  , 

il  quoziente  farà  ja  ; a dividere  aa  J^aa-h  xx-~ 

— lax  aa  -k-  xx-\-  xxf^  aa->r  xx  per  a -t-  jf* 
^xViTa  ■h  XX,  orameflb  il  radicale , e divifo  aa—  ^ax  -^xx 
per  a~x,  farà  il  quoziente  a—x\  a dividere  aa-\-bb 

per  y'  aa-^  poiché  il  dividendo  è ua^-hb  aa-*-bb  ì 

farà  il  quoziente  f^aa-^bb . 

47.  Ma  quando  le  radicali  non  fono  le  fleffe , cf- 
fendo  per  altro  lo  fteflb  l'indice  della  radice,  fi  divi- 
dono al  folito  delle  quantità  razionali  le  quantità  fotto 
il  vincolo , ed  al  quoziente  fi  prefigge  il  comune  vin- 
colo radicale  ; cosi  a dividere  a*b—-ab*  per 
i^aa^bb , divifo  a^b-^ab*  pctaa~.bb,  ne  viene  obi 

e però  il  quoziente  farà  ai . 

48.  E fe  gl’indici  delle  radici  faranno  diverfi,  fi 
riducano  allo  ftelTo , e fi  operi  poi  come  ho  detto , 

onde  a dividere  y^a*-t-xa*b-~2ob' -^b*  per  a+-  fi 
faccia  il  quadrato  di  a-t-fr»  e fi  ponga  fotto  al  vincolo, 

farà  y^aofxab-^bb;  indi  per  la  quantità  di  quefta  ra- 
dice fi  divida  la  prima,  e rifulta  aa-^bb',  adunque  il 

quoziente  farà  t^aa  — hh. 

Con  la  combinazione  di  quelle  regole,  e di  quelle 

dell’ordinaria  divifione  fi  pofibno  dividere  le  quantità 

più 
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più  cotnpleiTe.  Sia  da  dividerà  a*b—abbc’^aabi^bc-i' 
*-bbci^bc  per  a-^i^bc,  Ti  faccia  al  foliio  delle  divifioni 

Dividendo  a ’ b—  abbe—  aab  \/’bc-*-  bbc  bc  Divifore  a —\>^bc 
Primo  refto  — àbbe  -+  bbc bc  Quoziente  aab  ~ bbc 

Cosi  pure  dividendo  ai.abc  Moa\/  bc  — bc\^  bc  per  a^-^^bc 
averadì  per  quoziente  aa-t-  bc  lav^bc.  E fe  la  divifio- 
ne  non  potrà  fuccedere  , fi  fcriverà  in  forma  di  fra- 
zione . 

Deir  EJhrazione  della  Radice  quadrata  dalle  Quantità 

radicali  . 

49.  Purché  la  quantità  in  qualunque  modo  corapo- 
fta  di  razionali  con  radicali  ila  di  radicali  quadratici , la 
regola  di  efirarne  la  radice  quadrata  farà  quella  : Prefa 
della  quantità  propofta  una  qualunque  parte  , che  fia_. 
maggiore  della  rimanente , dal  quadrato  della  parte_» 
maggiore  fi  fottragga  il  quadrato  della  parte  minoro , 
e la  radice  quadrata  di  ciò  , che  rella  , fi  aggiunga-^ 
alla  parte  maggiore , indi  da  effa  fi  fottragga  ; le  ra- 
dici quadrate  della  metà  di  quella  fomma  , e dello 
metà  di  quella  differenza  prefe  alfieme  , pollo  quel  fe- 
gno  alla  feconda  che  à la  parte  minore  , faranno  la_. 
radice  quadrata  della  propolla  quantità  . Debbafi  cava- 
re la  radice  quadrata  dalla  quantità  3+-k'8,  fottratto  il 

qua- 
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quadrato  di  1/  8 dal  quadrato  di  5 , rimane  r , la  di  cui 
radice  è pure  1 ; aggiungendola  adunque  alla  parte.» 
maggiore,  cioè  a 3 , farà  4,  c dalla  llelTa  fottramdo- 
la  farà  2 , adunque  la  radice  quadrata  della  metà  del  4 
con  la  radice  quadrata  della  metà  del  2 faranno  la  ra- 
dice cercata , cioè  1/  2 -1-  i . 

Vogliafi  la  radice  quadrata  di  tf  4- 8 — 1^12—  1^24  . 
Dal  quadrato  di  4-  k"  8 fottratto  il  quadrato  di  — k 1 2 — 
_ k 24  , rimane  8 , la  di  cui  radice  k 8 aggiunta  a.. 
<?4-  k8,  parte  maggiore,  fa<J4-2k8,  e da  ella  parte_» 
maggiore  fottratta  fa  ; e però  la  prima  parte  della— 

radice  cercata  farà zk8  , cioè  ^ 34-k8,  e la— 

X 

feconda  — ktf  , cioè  — k3  ( perchè  la  minor  parte.» 

X 

della  quantità  propofla  era  affetta  dal  fegno  negativo  ) 
onde  34-k8  — k3  farà  la  radice  , Ma  nell’  antece- 
dente efempio  fi  è veduto  effere  A'  3 4-  k8  lo  fteffo  , 
che  I -t-  k 2 ; adunque  la  radice  della  propofia  quantità 
farà  finalmente  i 4-  k 2 — k 3 , 

Debbafi  efirarre  la  radice  quadrata  da  aa  + 2x  vaa  -xx 
Sottratto  dal  quadrato  di  aa  il  quadrato  di  aark^jUlfir, 
farà  4JjArx  4- 4v* , la  di  cui  radice  c aa^rxx,  la 
quale  aggiunta  alla  parte  maggiore  aa  , e prefane  la- 
metà , farà  aa—xx,  e da  tifa  fottratta,  e prefa  la  me- 
tà della  differenza,  farà  xx\  adunque  la  ricercata  radi- 
ce farà  \/  aa  — XX  X . Deb- 
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Debbafi  èllrarre  la  radice  quadrata  dalla  quantità 

5<jAr—  ^av^ ax  . Dal  quadrato  di  jax, par- 
te maggiore,  fottratto  il  quadrato  di  — -t- 4x-x- , 

rimarle  6a*  x -k- 9aaxx  ^ la  di -cui  radice  è aa-^^ax^ 
la  quale  aggiunta  alla  parte  maggiore  e prefane  la_. 
metà , fa  ua  +-  ^x , e fottratta  e profane  la  meta  , fa_. 

ax  ; e però  la  radice  cercata  farà  aa+-  ^ax  — \/ax. 
Debbafi  efirarre  la  radice  quadrata  dalla  quantità 

'av^bc-\- ahci.  Dal  quadrato  di  bc bc 

fottratto  il  quadrato  di  n^abcd^  rimane  ua^'C  —zabcd  -^bcddy 

la  di  cui  radice  è aK^c  — la  quale  aggiunta  alla 

parte  maggiore  , cd  indi  fottratta  , e prefa  la  meta 
della  fomma  e della  differenza,  farà  la  metà  di  detta— 

fomma  ai^Tcy  e la  metà  di  detta  differenza  di^bc  i 

adunque  la  rad'ce  cercata  farà  he-*-  ^'^di^bc  , cioè 

y (tabe  4-  ^ vicid  , o fìa  ^aahe  -t*  ^ bedd  . Che  fe— 
non  fuccederà  di  poter  efirarre  la  radice  , fi  porrà  al 
folito  il  vincolo  radicale. 

Del  Calcolo  delle  Poteflà  . 

50.  Nulla  occorre  notare  intorno  alla  fomma , e 
fottrazione  delle  Potellà  , fcrivendofi  effe  pure  una— 
dopo  l’altra  con  que’  fegni  che  anno  , nel  primo  cafo, 
e mutandoli  i fegni  nel  fecondo  . Ma  rifpetto  all’ altre— 

ope- 
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operazioni , che  riguardano  gli  efponenti  ! Si  ofTervi 
primieramente , che  prefa  l’ unità  per  primo  termine-. , 
ed  una  qualunque  quantità  , per  efempio  a , per  fecon* 
do,  indi  fucceffivamente  le  altre  poteftà  per  ordine^ 
della  {leda  quantità  a,  è chiaro  che  formeradi  una- 
progredione geometrica  crefccntc  i , a,  aa,  a’,  a*, a’,  a‘ 
ec.,  e che  gli  efponenti  di  eda  progredione  formeran- 
no una  progredione  aritmetica  crefeente , che  farà  o, 
I , z,  3 , 4,  5,  ^ ec,,  il  di  cui  primo  termine  è il  zero , 
perchè  edendo  l’ unità  il  primo  termine  della  geometri- 
ca , in  cdb  la  quantità  a è elevata  a potedà  zero,  cioè 
a neduna  poteftà  di  modo  , che  i=ja:za*.  In  fatti 

a 

moltiplicando  tanto  a,  quanto  a‘  per  a,  onde  non  11 

a 

turbi  l’eguaglianza,  farà  a=a®+‘  , grandezze  patente- 
mente  identiche  . E fe  in  oltre  fi  continuerà  la  fieda— 
progredione  geometrica  al  di  fotto  dell’unità,  farà  eda 
I , I , I , I , I , t ec.  ; c continuando  parimenti  la- 
a aa  a*  a*  a* 

progredione  aritmetica  degli  efponenti , edi  doveranno 
cllere  o,  - 3»  -4  ec.;  e però  negativi  gli 

efponenti  di  tali  poteftà  , adunque  j_  ec.  farà  lo 

a aa  a’ 

fiedb  ,che  a-',  a a-'cc.,  e generalmente  farà  Io 

a" 

Aedo,  che  a~~”  ; vale  a dire , che  fi  potrà  fempre  far 
paiTare  nel  numeratore  di  una  frazione  la  poteflà , che 

è 
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è nel  denominatore,  mutando  il  fegno  all’cfponente,  c 
vicendevolmente  . 

51.  Se  di  più  fi  voleflero  introdurre  nella  progne f- 
fione  geometrica  de*  nuovi  termini  intermedj,  gli  efpo- 
nenti  di  qucfti  faranno  nuovi  termini  intermedj  fimilì 
nella  progrefiione  aritmetica;  quindi  poiché  è media 
geometrica  fra  l’unità  ed  a,  l’efponente  di  efla  dovrà 
efiere  medio  aritmetico  fra  il  zero  e l’unità  ; e però 

I , 

farà  — , adunque  farà  lo  fieflb  Va  ed  a»  .Se  intendanfi 

I 

due  medie  proporzionali  geometriche  , che  fono  a 

la  prima  ^ t y aa  la  feconda , dovranno  efiere  medj 
aritmetici  l loro  efponenti  fra  il  zero  e l’ unità , e però 

faranno  t » e t ; adunqué  farà  lo  fiefib  a ed  ’ , 
yaa  ed  aT  • Se  introdurranfi  tre  medie  proporzionali 
geometriche,  che  fono  yah.  prima,  y aa  la  fecon- 
da , Va*  la  terza  , dovranno  efiere  i loro  efponenti 

-7  . Adunque  farà  lo  ftefib  ed  ì^aa 

ed  a ^ ed  a~ ì e cosi  difeorrendo  di  quante 

altre  medie  fi  vogliano  introdurre  , onde  fata  lo  fiefio 

m 

generalmente  ed 

Lo  fiefib  difeorfo  facendo  rifpetto  alla  progrefiione 

I 

prodotta  al  di  fotto  dell’  unità  ; ficcome  Va  è media  tra 
l’unità  ed  o fia  tra  l’unità  ed  a ' , cosi  l’erponente 

H di 


Digitized  by  Google 


5^  INSTITUZIONI 

di  efla  dovrà  eflcre  medio  tra  il  zero  e l’unità  negativa,* 

farà  egli  adunque  — , e però  farà  lo  (leflTo  ^ , cd 

a * , o fia  , ; COSI  pure  farà  lo  ftelTo  i T^cd  a » * 
a~r  y ^ 


’ i_  — 1 1 

olii  . rfaràlofleiroi^-^aa  ed  a • , ovvero  ^ cc.  J C 
a — * a , 

— » ^ 

generalmente  farà  lo  fteflb  ed  <j  m , o fia“T“  • 

a ^ 

Ciò , che  ho  detto  delle  poteftà  intiere  , o rotte 
di  quantità  incomplelfc  , s’ intenda  egualmente  di  quan- 
tità corapleflc  , di  modo  che , per  cfempio  * 

m 

^ 44  -f- 

■ —4  m - ^ 

farà  lo  ftelTo , che  aa-i-bb  i e così  aa-^bb 


- n 

fleflo , che  aa-^bb  m ; 


e m 


y 


aa-t-  bb 


farà  lo  HelTo  , che 


1 . — ■ — » 

— ^ , o pure  aa-*-bb'  m • 

M-t-bb*» 

52.  Dalla  natura  delle  due  foprappofte  progrefllo- 
ni , geometrica  , cd  aritmetica  , fì  ricava  la  maniera-, 
di  moltiplicare  tra  loro , e dividere  due  poteftà  , quali 
fi  fieno  , della  medefima  quantità  , cioè  fom mando  gli 
efponenti  loro  quando  vogliono  moltiplicarfi  le  poteftà, 
e foitraendo  l’efponcnte  del  divifore  dall’efponente  del 
dividendo  quando  vogliono  dividerli  . Imperciocché  per 
ciò,  che  fpetu  alla  moltiplicazione  ; comecché  il  pro- 
dotto 
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dotto  è il  quarto  proporzionale  dell’ uniti  , e de*  due_. 
moltiplicatori , faranno  quelli  quattro  termini  in  una_ 
progrdlìone  geometrica  , e gli  efponenti  loro  in  una- 
progrelfione  aritmetica  ; adunque  l’efponentc  del  quar- 
to , cioè  del  prodotto,  deve  elTere  maggiore  dell’efpo- 
nente  del  terzo  di  quanto  l'efponente  del  fecondo  è 
maggiore  dell’ efponente  del  primo;  ma  l’efponente  del 
fecondo  è maggiore  dell’ efponente  del  primo  , che  è il 
zero  , di  tutto  fc  Hello  ; adunque  l’efponente  del  quar- 
to dovrà  elTere  maggiore  dell’ efponente  del  terzo,  quan- 
to è l’efponente  del  fecondo  , cioè  dovrà  eflcre  la  fora- 
ma  dell’ efponente  del  fecondo,  e del  terzo.  Per  ciò, 
che  riguarda  la  divifione  ; ella  c la  llelTa  proporziono 
della  moltiplicazione , ma  inverfa  , il  di  cui  primo  ter- 
mine è il  dividendo  ; il  fecondo  il  divifore  ; il  terzo  il 
quoziente  ; ed  il  quarto  l’ unità  , onde  quanto  l’ efpo- 
nente del  dividendo  è maggiore  dell*  efponente  del  di- 
vifore , tanto  dovrà  elTere  maggiore  del  zero  T efponen- 
tc  del  quoziente  , e però  dovrà  elTere  appunto  la  diffe- 
renza degl’  efponenti  del  dividendo , e divifore . Adun- 
que per  moltiplicare  aa  con  a fi  farà  a’-’*-' , cioè  a'  ; 
per  moltiplicare  a*  con  aa  fi  farà  cioè  per 

moltiplicare  a*  con  fi  farà  a‘“‘,  cioè  ; per 

moltiplicare  aT  con  fi  farà  a\^ 7 , cioè  a-r  ; per 
moltiplicare  a t con  fi  farà  a~~f^ -f  , cioè  a^~^; 

....  — ” — r -t-  r 

per  moltiplicare  a m con  a 1~  Ci  farà  a cioè 

i.  nf  ±n,r 

a . Ha  E 
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R cos'i  per  dividere  a * per  a fi  farà  <j  • — « , cioè 
a*  ; per  dividere  a*  per  a~*  fi  farà  a’  , cioè  a^  ; 

1.  . ' * — » I 

per  dividere  a*  per  a » fi  farà  a » , cioè  a - ; per 

dividere  a»  pera  » fi  farà  .»  , cioè  a*  ; per  di- 

. , i»  ± r i 

ridere  a per  a ~ fi  farà  a ”*  * , cioè 

+;  nf  q:  (»r 

JM  { 

53.  E poiché  nella  progreflione  di  fopra  confide- 
rata  , prefo  un  qualunque  termine  , il  termine  dell’  ef- 
ponenre  doppio  è il  quadrato  del  termine  prefo  ; il  ter- 
mine dcll’cfponcnte  triplo  è il  cubo;  dell’cfponcnte_»’ 
quadruplo  la  quarta  poteflà  ec.  ; ed  il  termine  dell’  ef- 
ponente , che  fia  la  metà  , è la  radice  quadrata  del  ter- 
mine prefo  , il  termine  dell’ efponente  , che  fia  la  ter- 
za parte,  la  quarta  ec. , è la  radice  cuba,  quarta  ec. 
del  termine  prefo  ; ne  viene  per  confeguenza , che  per 
ridurre  una  poteftà  ad  un’altra , batterà  moltiplicare 
r efponente  della  potettà  data  per  l’ efponente  di  quella 
potettà  , a cui  fi  vuole  elevare  ; e per  cavarne  una_. 
qualunque  radice  , batterà  dividere  i’cfponente  della  po- 
tettà per  l’indice  della  radice. 

Cosi  per  elevare  aa  al  cubo  fi  farà  a ^ , cioè  a*; 
per  elevare  a j al  cubo  fi  farà  a » , cioè  aa  ; per  eie- 

vare  a * alla  quinta  potettà  fi  farà  a 4 ; per  elevare 

^ « -1-  r 4- 

a "w  alla  potettà  fi  farà  a ">*  . Cosi  per  cava- 
re 
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s 

re  la  radice  quadrata  da  fi  farà  a * ; per  cavare  la 

I I 

radice  cuba  di  <7  ~ fi  farà  a *X  * » cioè  a * ; per  cavare 
ir  — ”* 

la  radice  r da  a fi  farà  a ec. 

54.  Ciò , che  ho  detto  delle  potefià  di  uaa  mede* 
fima  quantità  incomplefla  , s’intenda  egualmente  detto 
delle  potefià  di  una  medefima  quantità  complefia , co- 
me da  fe  è chiaro  ; e con  quefio  metodo  fi  viene  a_. 
facilitare  molto  il  calcolo  delle  frazioni  ; c de’  radicali . 

De'  Divifori  lineari  d'una  qualunque  Formala. 

55.  Una  qualunque  quantità  o formula  incomplefla,' 
o compleflà  fi  dice  prima  e femplìce  quando  ella  non 
è divifibile  efattamente  da  quantità  alcuna  , fuorché  da 
fc  ftefla  , e dall’unità;  e chiamafi  compofia  quando  è 
divifibile  efattamente  per  alcun’ altra  quantità  . Prime  o 
femplici  farebbero  , per  efempio  , a-^b  , aa-t-xx  , 
x^  — aax  -\-aab  ec.  ; compofie  ah  ^ che  è divifibile  per  <7, 
e per  i ; aa-’xx  y che  è divifibile  per  a -+x  y e per 
M—x  ec. 

Due,  o più  formule  fono  prime  rifpettivamente 
tra  loro  quando  non  anno  alcuno  comune  divifore  , e 
che  la  minore  non  è un  divifore  della  maggiore  ; tali 
farebbero  tra  loro  bb  ed  aa  ; aa■^^  zab  +.  bb  ed  aa  bb 
cc.  ; ed  all’oppofto  fono  aflbluramente  , e relativamen- 
te tra  loro  compofie  quando  anno  qualche  coraun  di- 

vifore , 
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vifore , o che  una  divide  l'altra  , come  a dire  aa  , ed 
al>  f che  fono  ambe  divifibili  per  a ; aa  — xx^  cd  a-t-x^ 
che  fono  divifibili  per  a-h  x ec.  I 

Per  avere  tutti  i divTori  incomplelTi  di  una  quanti- 
tà numerica  , o letterale , o mifia  ; fi  div  ida  elTa  per 
lo  minimo  di  lei  divifore  , cd  il  quoziente  di  nuovo  per 
lo  minimo  di  lui  divifore , e cosi  fuccefllvamente  fino 
a tanto  , che  fi  trovi  un  quoziente  , che  più  non  polla 
dividerli  , che  per  fe  ficlTo  ; quelle  quantità  , per  le 
quali  è fiata  divifa  la  propolla  formola  , comprefa  l’uni- 
tà , faranno  tutti  i divifori  femplici  ; c prefi  a due  a_. 
due  , a tre  a tre , a quattro  a quattro  ec. , cioè  fecon- 
do tutte  le  combinazioni  , daranno  tutti  i divifori 
comporti , 

Si  vogliano  i divifori  del  numero  300 

Si  feriva  il  numero  dato  300  in  (^f),  ed  accanto 
in  (B)  il  minimo  divifore,  che  è il  2 » fatta  la  divifio- 
ne  per  2 , fi  feriva  in  (^)  U quoziente  150  fotto  il 
300,  e quello  150  di  nuovo  fi  divida  per  2,  e gli  fi 
feriva  di  contro  ini  ( B ) il  divifore  2 , cd  il  quoziente 
75  fi  feriva  in  (^)  fotto  al  primo  quoziente  150  . Poi- 
ché il  75  non  è divifibile  per  2 , fi  divida  per  3,0 
di  contro  gli  fi  feriva  in  (B)  il  divifore  3 , e fotto  in 
(J)  il  quoziente  25  ; il  minimo  divifore  del  25  è il  5, 
che  gli  fi  feriva  dirimpetto  in  (B) , è fotto  in  (^)  il 
quoziente  5 ; il  quoziente  ultimo  5 non  è divifibile , 
che  per  fe  fteflb , adunque  fi  feriva  pure  accanto  in_. 

(B) 
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(B)  eflo  divlfore  5 , e fi  avranno  tutti  i diviforl  primi, 
ai  quali  fi  aggiunga  l’unità,  perchè  efià  è Tempre  un_. 
divifore  di  qualunque  quantità  . Per  avere  tutti  i divifo- 
ri  compolli  fecondo  tutte  le  combinazioni  , per  il  fe- 
condo divifore  fi  moltiplichi  il  primo  , ed  il  prodotto 
4 fi  feriva  in  (B)  accanto  al  fecondo  divifore  ; per  il 
terzo  divifore  fi  moltiplichino  tutti  i fuperiori , e gli 
fi  Icrivano  a canto  i prodotti  5 , 1 2 ( ponendo  una  fol 
volta  quelli  , che  poteflero  clTcre  replicati  ) , per  il 
quarto  fi  moltiplichino  parimenti  tutti  i fuperiori , e gli 
fi  ferivano  accanto  i prodotti , e cosi  fucccffivamentc 
fino  all'ultimo.  I numeri  ferirti  in  (B)  faranno  tutti  i 
divifori  del  propollo  numero  300  . 


(^) 

(fi) 

1 

300 

2 

150 

2 4 

75 

3 6 

12 

*5 

5 *0 

15  20 

30  60 

5 

5 »5 

50  75 

100  150  300 

I 


Sia  la  formola  tiabb^  di  cui  debbanfi  ritrovare  tutti 
ì divifori . Poiché  non  è divifibile  per  2 ; fi  divida  per 
3 , che  gli  fi  feriva  di  contro  in  (B),  ed  il  quoziente 
jabb  di  fotto  in  ^ fi  divida  Jjbb  per  7 , che  gli  fi 
feriva  di  contro , ed  il  quoziente  abb  di  fotto  ; dividali 
abb  per  a , che  gli  fi  feriva  di  contro , ed  il  quoziente 
hb  di  fotto;  indi  fi  divida  bb  per  che  fi  ferivi  di 

contro , 
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contro  , e di  fotto  il  quoziente  b , che  fi  divida  per  b i 
c gli  fi  feriva  di  contro  , e fi  avranno  tutti  i divifori 
primi  i,3,7,a,  della  propolla  quantità.  Per 
avere  i compofli  : fi  moltiplichi  il  5 in  7 , e nafee  21  ; 
fi  moltiplichino  il  3 , il  7 , ed  il  21  in  a , e nafeono 
3^  » 7«  » moltiplichino  in  b i divifori  3,7i  iif 

<7,  3J,  7a,  2ta,  e nafeono  3^,  7b,  nb^  ab,  ^ab,  Jab, 
2iab  ; fi  moltiplichino  finalmente  3,  7 ec.  ; cioè  tutti  i 
fuperiiori  in  ^ , c nafeono  ( ommefiì  i fuperflui , che 
nafeono  replicati)  bb  , %bb  , Jbb  , iibb  , abb  , ^abb , 
jabb  , 21  abb , e la  colonna  (B)  contiene  tutti  i divifori 
della  quantità  propolla . 

{A)  (B) 

i 

tiabb  3 

Jabb  7» 

ahb  a, 

hb  b,  ^b,  ib,  2ib,  ab  , ^ab  , 7flb,  2iab 

b b,bb,lbb,  Jbb,  2ibb,  abb,  ^abb,  7abb,liabb 

I 

Similmente  fia  labb^iaac.  Si  divida  prima  per  2,  ed 
il  quoziente  abb—^aoc  per  a,  ed  il  nuovo  quoziente 
hb  “ %ac  per  fe  medefimo  , giacché  per  nelTuna  quantità  è 
divifibile , e però  tutti  i divifori  fono , come  nella  colonna  ( B ) 
ÌA)  (B) 

I 

làbb  — aac  a 
abb—'^aac  a , 2a 

hb^  ^ac  bb-^iac,  tbb^  6ac,abb-^  ^aac,  2abb~^6aac 

I 
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jtf.  Ma  fe  l’ultirao  quoziente,  o pure  la  formola  flef- 
fa  da  prima  propofta , fofle  bensì  compolla , non  però  di- 
vifibile  nel  modo  fuddetto  per  alcuna  quantità  incomplclla  , 
di  modo  che  follerò  complcflì  tutti  i fuoi  divifori,  la  ma- 
niera per  averli  è diverfa , ed  è quella . Si  ordini  la  quanti- 
tà relativamente  ad  una  lettera,  come  è llato  detto  al  nu- 
mero 24.;  fi  riducano  i termini  alla  medefima  denomina- 
zione, fe  vi  fono  frazioni,  indi  fi  trovino  tutti  i divifori 
dell’  ultimo  termine  compolli  dai  divifori  numerici , fe  vi 
fono,  e dalla  lettera  di  una  dimenfione,  c fe  il  milfimo 
termine  à coefficiente  numerico,  fi  dividano  per  clafche- 
duno  di  que*  numeri,  per  i quali  è divifibile  elTo  coeffi- 
ciente del  roalfimo  termine;  per  ognuno  di  quelli  divifori 
aggiunto,  ed  indi  fottratto  dalla  lettera,  per  cui  è ordina- 
ta la  formola,  fi  tenti  la  divifione;  e tutti  quelli  , per  i 
quali  riefee  , faranno  tanti  divifori  della  quantità  pro- 
polla . 

Sia  la  formola  y'  —^ayy  ■+  ^aay-~  aa’=o  . I divifori 
di  una  dimenfione  dell’ultimo  termine  fono  , za  . 
Devefi  adunque  provare  la  divifione  per  ciafeun  di  que- 
fii  aggiunto  alla  lettera  y , indi  fottratto  ( giacché  il 
coefficiente  del  maffimo  termine^*  è l’unità  ) cioè  per 
, per  yiz  • Si  divida  primieramente  per  y—za, 
ed  il  quoziente  è yy— Ziiy aà  ^ che  pure  è divifib  le 
per>»  — dando  di  quoziente  y—a^  quindi  i divifori 
della  propolla  formola  fono  y — a^  y — a^  y—za^  dal 
prodotto  de’  quali  è nata  . 
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Sia  la  forinola  6y*—^y*—2taayyi-$a*)>-hioa*. 
I divifori  d’una  dimenlione  dell’ultimo  termine  fono  a, 
2j,  4j,  ja,  104,  204  ; e perchè  il  primo  termine  6y* 
è divilìbile  per  2 , e per  3 , fi  dovrà  tentare  la  divifio- 
ne  per  y±.a,  y±.a  , y±.2a,  7±5*i»^±.5^»  y±.ioa  , 

% X 

y±.  (lì  y±.  io4,)^i204.  Ma  per- 

3 3 } J 3 3 

perchè  troppo  nojofa  fatica  farebbe  il  provare  con  tutti 
i divifori;  per  vedere  fra  i molti , quali  debbanfi  fce- 
gliere,  fi  faccia  ^ = z -t- 4 , e fi  fofiituifca  in  luogo  di  y, 
c fue  potefià  quello  valore  , e nafcerà  un’altra  formula, 
cioè 

6z*  +-  2442  ’ +•  %6aazz  + 244  ’ 2 4-  tf4* 

~ 42’— 34422  — 34*2  — a* 

— 214422— 424’2— 214» 

4-  34*2  -h  $a* 

+ 204  ♦ 

ovvero , ciò  che  è lo  fleflb 

<J2*+-2342’-»-  124422— i84’Z4-74*  " 

Dell’ultimo  termine  74*  di  quella  formola  fi  tro- 
vino tutti  i divifori , cioè  4,  e 74,  che  divifi  per  2,  c 
per  3 fanno  4,  4,  74,  74,  e perchè  fi  è fatto  2-44, 
» T * 3 

fe  quelli  divifori  polTono  fervirc  per  la  feconda  formo- 
la data  per  2 , ferviranno  anche  per  la  prima  data  per 
y quando  fi  accrefeano  della  quantità  4 , cioè  facendo 
34,  44,  p4,  104.  Quelli  divifori  adunque  fi  paragonino 

i 3 » J 

coi 
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coi  divifori  per  la  prima  formola  , e fcelti  quelli  foli  , 
che  tra  loro  convengono  , cioè  41 , e loj , per  quelli 

j ì 

aggiunti , e fottratti  dalla  y fi  tenti  la^  divifione  , cho 
fuccede  per  ^4- 43.  Ma  fe,  ciò  non  ofiante,  rimangono 

ancora  molti  di  numero  i divifori  fcelti  da  quello  para- 
gone , fi  faccia  a,  e nafcerà  un’altra  formola. 

Dai  divifori  ritrovati  per  quella  fi  fottragga  la  quantità 
a,  indi  fi  paragonino  con  quelli,  che  fi  fono  fcelti  per 
mezzo  della  feconda  , e per  quelli  che  convengono  , 
che  faranno  in  minor  numero  , fi  tenti  la  divifione  . 
In  quello  modo  operando  fuccelfivamentc  con  altre  fo- 
flituzioni  di  y=.z+  za,  y—z—ia  ec.  fi  potranno  ridur- 
re a quel  minor  numero,  che  fembrerà  ballare. 

57.  Quando  la  propolla  formola  à il  malTimo  termi- 
ne moltiplicato  per  qualche  numero,  in  luogo  di  ufare  del- 
la regola  accennata  per  quello  cafo , può  tornare  più  co- 
modo il  mutare  la  formola  in  un’altra  , il  di  cui  primo 
termine  non  fia  moltiplicato,  che  per  l’unità,  ed  indi  ri- 
trovare di  quella  i divifori , dai  quali  palTare  poi  a quelli 
della  propofla  formola. 

Sia  per  efempio  la  fot  mola  3^  ’ + 9<.iyy—  i laay  1 laab . 

4-  ^byy  ■+  9aby 

Si  faccia  — z (e  g neralmente  uy  — z^  pollo  il  coeffi- 
ciente numerico  dell’  incognita  eguale  ad  « ) e però 
y—  z , e follitu  ti  in  luogo  di  j/,  t lue  potefià  i valori  dati 

j 

I 2 per 
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per  z , farà  la  formola  ; 

z * 9-Jzz  +■  ^bzz  ^ ^6fjaz  +■  zjabz—  JoSaab . Si  trovino  i 

9 

divifori  di  quefta  ( ommeflò  per  ora  il  denominatore  9 ) 
che  faranno  z 4-  laa,  z—  3<j,  z +-  3^,  e mettendo  in  con- 
to il  denominatore  p , fe  ne  divida  uno  per  9 , ovvero  due 
per  3 , e faranno,  per  efempio , z-f-i2a,z  — 35,  z+3£; 

1 3 

mafièfatto  3^'=z,  adunque  fi  fofiituifea  nei  divifori  in  luo- 
go di  z quello  valore,  ed  averanfi  3j^-h  12^, y-h  b, 
che  fono  i tre  divifori  della  formola  propolla  : 

3>  * + 9ayy  — i laay—  iiaab . 

+■  3^-t-  yaby 


CAPO 
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CAPO  II. 

Delle  Equazioni,  e de  Problemi  piani  determinati  . 

58.  F! Quazione  è un  rapporto  di  uguaglianza,  che  due, 
o più  quantità,  fieno  elTe  numeriche,  geometriche,  o fili- 
che,  ànno  tra  loro  afilemc  paragonate,  o che  anno  col 
zero  fe  ad  effb  fi  paragonano.  II  compleflb  di  tutti  quc’ 
termini,  che  avanti  al  fegno  d'egualità  fi  fcrivono  , chia- 
mali il  primo  membro  dell’equazione,  ed  il  compleflb  di 
tutti  quelli,  che  fi  fcrivono  dopo  , chiamafi  il  fecondo 
membro,  ovvero  l’omogeneo  di  comparazione  . I termini 
dell’equazione  fono  omogenei  quando  ciifcun  di  loro  è 
della  flefla  dimenfione  , e però  fi  dice  eflcrll  nell’equa- 
zione oflervata  la  legge  degl’ omogenei,  come  nell’equa- 
zione axx  — bbx~a*  , e cosi  all’oppofio  dicefi  non  eflerfi 
oflervata  la  legge  degl’ omogenei  quando  i termini  tali 
non  fono,  come  nell’equazione  x*—axx—a. 

5p.  Problema  è una  propofizione , in  cui  fi  domanda 
di  fare  , o di  fapere  alcune  cofe  per  mezzo  di  altre  cofe_, 
note , c di  alcune  condizioni , che  fi  chiamano  i dati  d>l 
problema  ; ficcome  quelle , che  fi  cercano  , i queliti  o 
quefiioni  fi  appellano. 

60.  I Problemi  altri  fono  determinati,  altri  indeter- 
minati; determinati  fono  quelli,  che  anno  foluzioni  di  nu- 
mero finito  , e determinato , cioè  quelli,  che  o con  una^ 

foli 
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fola  dtterminazione  fi  pofTono  fciorre,  o fc  con  più,  di 
numero  però  finito,  e determinato.  Tale  farebbe  il  ricer- 
care ( Fig.  I.  ) dove  debbafi  tagliare  la  data  retta— 

in  modo,  che  tutta  abbia  al  maggior  fegmento  quella 
ragione,  chea  il  maggior  fegmento  al  minore;  imper- 
ciocché un  folo  punto  in  efia  può  darfi  , per  efempio  C , 
onde  nafca  la  proprietà,  che  fi  cerca  . Lo  fieflb  ( Fig. 
2.  ) farebbe  il  ricercare  nel  diametro  di  un  dato  fe- 
micircolo  ^ED  quel  punto,  per  efempio  C,  da  cui  al- 
zando una  perpendicolare  CE  terminata  alla  periferia—, 
fia  efTa  eguale  alla  terza  parte  del  diametro,  mentre  due- 
foli  di  quelli  pumi  egualmente  lontani  dal  centro  fod- 
diifanno  alla  quefiione. 

Che  fe  verrà  propofio  di  cercare  fuori  della  data  D 
un  punto  E tale,  che  da  elio  condotte  all’efiremità  della— 
data  A Die  rette  E A,  ED,  fia  l’angolo  AED  retto;  fi 
troverà,  che  infiniti  fono  i punti  E,  che  fciolgono  il  pro- 
blema, cioè  tutta  la  periferia  AED,  come  è noto  dall’ 
Euclide  ; medefimamente  fe  fi  cerchi  nel  diametro  A D 
un  punto  C,  da  cui  alzata  la  perpendicolare  CE  nel  cir- 
colo, ella  fia  media  pnporzionale  tra  i fegmenti  AC, 
CD,  fi  troverà,  che  ogni  punto  del  diametro  feioglie  la- 
queftionc , e perchè  tali  punti  fono  infiniti , infinite  fono  le 
foluzioni  del  problema  , che  però  dicefi  indeterminato. 

I problemi  determinati  di  una  fola  incognita  anno  bi- 
fogno,  gl'indeterminati  di  due;  la  maniera  però  di  arri- 
vare all’equazione  è la  ilella  in  quelli , ed  in  quelli  ; ma- 

de' 
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de’  fecondi  tratterò  particolarmente  al  Capo  terzo . 

6i.  Le  quantità  cognite,  e date  foglionfi  denomina- 
re, come  altrove  fi  è detto,  con  le  prime  lettere  dcll’alta- 
beto;  le  incognite,  e che  fi  cercano, con  una  delle  ultime 
avvertendo,  che  fe  la  quantità , che  fi  cerca,  è una  linea, 
debba  efia  avere  fempre  origine  e principio  da  un  punto 
fiflb,  e determinato.  E comecché  ciò,  che  fi  cerca,  fi  fup- 
pone  già  per  fatto,  e noto  col  chiamarlo,  per  efimpio, 
x;  quindi  è,  che  da  qucfla  quantità  fuppofia  cogr.:;a  ven- 
gono cognite  e date,  come  fi  fuol  dire  , per  l’Ipote/ì,  altre 
che  da  quella  dipendono.  Cosi  eflendo  ( F/?.  e.  ) 
data  AD  — OyC  fuppollo  C il  punto  cercato,  e però  chia- 
mata AC-±Xy  farà  CD  — a — Xy  e cosi  fi  difeorra  di 
molte  altre . In  oltre  febbene  molte  quantità  non  fono  ef- 
preflamente  date,  qual’ è la  linea  AD y \o  fono  pe:ò  im- 
plicitamente, e come  fi  dice  yper  la  cofìruzione.  Cosi  nel 
triangolo  rettangolo  AED  ( Fig.  2.  ) quando  fia_. 
data  l’ipotenufa  A D = a,  il  lato  EDzzby  farà,  per  la  47. 

del  primo  di  Euclide,  dato  pure  il  lato  AE-V^aa—bb  . 
Cosi  nel  femicircolo  AED;  dato  il  diametro  AD  — a,  il 
fegmento  AC—by  farà  CD-a  — by  e per  la8.  deltf.  di 
Euclide  farà  CE—i^ab—bb;  o pure  chiamata  AC—Xy 

farà  CE—V^ax  — xx  data  per  l’ipotefi,  e per  la  collruzio- 
re.  Cosi  nel  triangolo  rettangolo  ( F/g.  3.  ) ACB; 
abbafiata  dall’angolo  retto  B la  perpendicolare  BD,  fe_, 
fieno,  per  efempio,  date  le  due  ÀC—a,AB  — by  faranno 

pari- 
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parimente  date  tutte  Taltre  iJC,  BD,  AD,  DC;  cioè 

CBzzi^aa  — bb  per  la  47.  del  primo  d* Euclide,  come  fi  è 
veduto  , e per  1*8.  del  rf.  farà  CD  terza  proporzionale 
di  e di  CB  ; quindi  farà  —aa^bb,  per  la  17.  dallo 

£ 

flelTo  lib.  A D farà  terza  proporzionale  di  AC,c  di  AB  ; 
e però  —bb\  DB  farà  media  tra  AD,  e DC,  o pure 

a 

quarta  proporzionale  di  ^C,  CB,  ^25;  e però,  per  la  16. 
dello  fleflb  libro,  —bv^aa  — bb.  Cosi  ( Fig.  4.  ) nel 

a 

triangolo  rettangolo  ABC;  fe  fia  DH  parallela  a BC,  c 
Cnno  ónte  A B—a,  BC—b,  AD  — x,  per  la  4.  del  fello 

faranno  date  DH—  bx,  AH—  x\^aa-h  bb,  c cosi  dicafi 

a a 

d’infinite  altre, 

62.  Col  fuppòrre  adunque  già  fatto , o noto  ciò , che 
deve  farfi , o faperfi , e maneggiando  indifferentemente  le 
quantità  date,  e quefite,  fi  adempiano  tutte  le  condizioni, 
che  nella  propofizione  del  pro\)ltma  fi  dimandano,  e fi 
arriverà  alla  equazione . Sia  , come  fopra  , la  retta  AB 
( Fig.  I.  ) che  debbafi  tagliare  extrema  & media  ra~ 
tione . Sia  AB  — a,  e fia  C il  punto,  che  fi  cerca  ; farà 
y^C=>^,eperò  CB  — a — x.  La  condizione  importaci  è, 
che  debba effere  A B,  A C'.‘.  AC,CB, cioè  a,  x x , a — x; 
ma  per  la  natura  della  proporzione  geometrica  il  prodotto 
degl’ertremi  è uguale  al  prodotto  dei  mezzi; adunque  farà 
aa  — ax—.\'x , cd  eccoci  all’equazione.  Sieno  dati  tre  nu- 
meri, 
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meri,  il  primo  fia  4.,  il  fecondo  5.,  il  terzo  io. , e fi  cer- 
chi un  quarto  numero  tale,  che  fe  dal  prodotto  di  queflo 
nel  terzo  fi  fottragga  il  primo,  ed  il  retto  per  etto  primo 
fi  divida;  il  quoziente  fia  eguale  al  fecondo  numero  dito. 
Sia  X il  numero  cercato; adunque  il  prodotto  di  queflo  nel 
terzo  farà  iojf,e  fottraendo  il  primo,  ioat--4,  e dividen- 
do per  etto  primo , lOAf  — 4,  ma  per  la  preferizione  del 

4 

problema  deve  effere  ioat  — 4 eguale  al  fecondo  numero 

4 

dato  5;  ecco  adunque  l’equazione  lox  — 4=5. 

. • 

Dati  nel  triangolo  JBC  ( F/?.  4.  ) i lati  AC~a^ 
BC—bt  e la  bafe  AB—c\  fi  ricerca  in  ctta  il  punto  D ta- 
le, che  alzata  DH  parallela  a JSC,  fia  il  quadrato  dì  DH 
eguale  al  rettangolo  di  A DX  D B.  Si  chiami  AD  — x^ 
adunque  farà  DBz:c^Xf  c per  i triangoli  fimili  ABC, 
ADH  farà  DH=bx,  e però  adempiendo  ciò,  che  il 

e 

problema  richiede,  farà  l’equazione  bbxx—cx  — xx. 

CC 

Se  il  dato  triangolo  ABC  farà  rettangolo  in  B 
nons’aviàa  denominare  AC=a  ymti  bensì  —i^bb^cc  per 
cfprimere  con  ciò  la  condizione  data  dell’angolo  retto  . 
Cusi  fc  nel  feraicircolo  AED  { F/g.  2.  ) farà  dato  il  dia- 
metro A D = ia^  il  fegmento  AC—b^  non  però,  perrhs 
fu  dita  in  confeguenza  la  C£,  fi  potrà  ciprimere  con.^ 
una  qualunque  lettera,  ma  dovià  deneminarfi  per  ia_. 

K prò- 
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proprietà  del  circolo  col  farla  —Viab  — bb  appunto  per 
indicare  , che  elFa  fu  ordinata  del  circolo  al  punto  C;  e 
ciò  gencialmcnte  s’intenda  doverfi  fare  in  tuni  i cafi  di 
fund  natura. 

(?4.  Ma  c’ò  , che  può  fare  qualche  difficoltà  fi  è, che 
il  più  delle  volte  le  linee  date  nella  figura  , con  cui  viene 
proporlo  il  problema,  non  badano  per  avere  quelle  quan- 
tità, o fia  denominazioni,  che  fono  necefTarie  per  giugne- 
re  alla  equazione  . Un  tale  cafo  farebbe,  fe  date  di  pofi- 
zione  ( Fig.  ) due  rette  indefinite  AEy  F,  td  il  pun- 
to C,  veniffie  propoflo  di  condurre  dal  punto  dato  C la 
retta  CF  talmente,  che  formaOe  il  triangolo  AEF  egua- 
le a un  dato  piano . La  efpreffione  del  triangolo  A E F/a- 
rebbe  la  metà  del  prodotto  di  AF  in  £G,  abbafiata  EG 
perpendicolare  ad  F ; fia  adunque  A F~  x , ma  noh_. 
perciò  farà  mai  poflibile  inferire  dalle  fole  deferitte  linee 
il  valore  di  dfa  EG  . In  fimili  incontri  fa  d’uopo  di  com- 
porre la  figura  conducendo  parallele , alzando  perpendi- 
colari, formando  triangoli  firaili,  deferivendo  circoli  , o 
tifando  altri  fimili  artifizj  della  Geometria  comune,  de’ 
quali  non  è poffibile  affiegnare  regola  alcuna,  dipendendo 
effi  dalle  circoilanze  del  problema,  dall’ indulìria,  dalli 
pratica,  e fpefib  dal  cafo;  ordinariamente  però  fogliono 
fcrvire  le  propofizioni  5.  13.  15.  27,  ip.  32.  47.  del  primo 
libro  di  Euclide  ; alcune  del  fecondo  ; le  20.  21.  22,  27. 
51,  3<f.  3^.  dtl  terzo;  le  r.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  del  fello  ; 
ed  alcune  dcll’undecirao,  e duodecimo  per  i folidi.  Nel 

pro- 
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propofto  problema  adunque  dal  punto  dato  C fi  conduca 
CD  parallela  ad  £y^,  ed  £G,  CB  perpendicolari  uà  F A 
prodotta.  Poiché  lono  date  di  pofizionc  le  rette  AE^ 
AF,  ed  il  punto  C,  faranno  date  di  grandezza  le  AD, 
CB.  Sia  adunque  AD~ajCB~bfAF~Xy  ed  il  dato 
piano  ~cc.  Poiché  i triangoli  FDC,  FA  E fono  fimili , 
come  pure  fimili  tra  loro  i triangoli  DCBy  AEGy  faran- 
no le  analogie  DF,  AF  DC,  AE  BC,  £G;  e però 
DFyAF::BCyEGy  cioè  a-hXyXl’.byEGy  onde  farà 
EG  — bxy  e perchè  il  triangolo  AEF,  cioè  la  metà  del 

a X 

prodotto  di  AF  in  £G  deve  eficre  eguale  al  dato  pia- 
no ccy  farà  finalmente  l'equazione  bxx  :zcc  . 

-f-  A>  X 

^5.  La  fola  propofizione  de’  problemi,  che  fin  qui 
ho  prefi  per  efempio  , mi  a immediatamente  portata  all’ 
equazione  appunto  , perchè  mi  à comandato  di  fare,  che 
due  quantità  fofiero  uguali  ; ma  non  cosi  fuccede  quando 
da  alcune  quantità  date  viene  propoflo  di  ritrovarne  dell’ 
altre  fenza  qualche  condizione  , che  efprelTamente  all' 
equazione  ci  porti.  Allora  conviene  con  un  pò  d’arte  pro- 
cacciarfela,  e ciò  col  ritrovare  (componendo  la  figura,  fe 
t neceffario  ) per  m^zzo  di  diverfe  proprietà,  due  diffe- 
renti efpreffìoni  della  medtfima  quantità,  ed  inllituire  fra 
effe  l’equazione.  Ho  detto  per  mezzo  di  diverfe  proprie- 
tà , perchè  la  fielTi  proprietà  comunque  fi  vuole  maneg- 
giata darà  fempre  la  meddìma  cfpreffione..  Addurrò  tre 

K 2 efem- 
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cfcmpj,  che  per  ora  pofTono  ballare. 

Dato  il  triangolo  CDB  ifofcele  ; ( Fig.  1 fi  diman- 
da il  diametro  del  circolo  CA  O B,  a cui  egli  fu  infcritto. 
Si  faccia  CO  = a,  C R = R D =b , BA  = x , Ahmetro  ri- 
cercato, e fi  tiri  la  CA.  Saranno  fimili  i due  triangoli 
A 'Cy  BCE,  per  e(Tcr  retti  gl’ angoli  BCA  ,CEB,  e 
però  farà  BC:  B C,  B£;  cioè  Xyb::b,  BE;  onde 

BE  — f'f'y  ed  è pure  CE  la  metà  di  C D,  onde  = ^ 

per  l’angolo  retto  CEB  farà  CB  = ^ 

4,  XX 

drato  di  CB  è anche  =bb,  e però  farà  l’equazione-» 
hb  — aa^-h*  . 

Dati  nel  triangolo  ABC  i Fig.  7.  ) i tre  lati , ed  ab- 
baffata  la  perpendicolare  A E fopra  BC  dall’angolo  fi 
domandano  i due  fegmenti  B E , EC.  Sia.  A B = a,  AC  — b, 
BCzzc,BE  = x,(atkEC  = c-x.  Per  la  47.  del  primo 
d’ Euclide  farà  il  quadrato  di  A E uguale  al  quadrato  di 

J^B  meno  il  quadrato  di  B E,  cioè  AE  — AB  — BEi  ma 

per  la  ftelTa  farà  pure  AE  ■=■  AC  — EC  y adunqutij 

AB  — BE  ~ A C—  CE  y e polle  l’efpreflioni  algebraiche  , 

farà  aa  — xx  — bb.—  cc+-  2cx  — xx  . 

In  altro  modo  ancora.  Si  conduca  E F perpendicola- 
re ad  AB.  Per  l’8.  del  6.  d’ Euclide  farà  AByBE  BEy 
EFy  cioè  a,x::  X y BFy  c però  BF=^  ; adunque.» 

4 

AF= 
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AB -Zia — xit\  ma  per  la  flefià  propofizionc  8.  farà  pine 

•AB ^ AE  : : AE^  AB , k però  farà  AEzaa  — xx  . Con- 
'dotu  dal  punto  E la  retta  E M perpendicolare  ad  ACy  con 

— » f 

10  rtedb  raziocinio  fi  troverà  AE  — bb  — cc  -t-  ìcx  — xx  yt 
paragonati  fra  loro  quefii  due  valori  , ,avra(li  l’equazione  , 
come  prima,  <24  — xxzzbb  — cc-^icx — xx  . 

E)ato  il  quadrante  AHM  ( Big.  8.  ) e le  tangenti  Jly 
HK  dei  due  archi  AHyHD-y  d dimanda  la  tangente  A li 
della  fomma  de’  due  archi  dati . Sia  il  raggio  C A=  a,A  Izb, 
HK  — Cy  ABzzx.  Per  avere  una  equazione  fi  tiri  normale 
fopra  AC  àdX  punto  D la  DE',  quindi  per  i triangoli  fimi- 

11  CBAy  CDE  d troveranno  i valori  di  C£,  e di  D£  ; 
fi  procuri  adunque  di  vedere,  fe  ci  venga  fatto  di  deno- 
minare in  un’  altra  maniera  la  flefia  D£;  e perciò  fi  tiri 
DB  perpendicolare  a CH;  e per  mezzo  de’  triangoli  fi- 
mili  CAIy  CEO  d averanno  le  £0,  CO;  fimilmente  per 
mezzo  de' triangoli  CHK,  CBD  fimili  averafii  la  BD; 
C dal  triangoli  fimili  CEO,  BO  D d caverà  0 D ; e però 
farà  ED^EO  +-ODy  che  ci  darà  l’equazione  analitica . 

’O  riferito  il  foto  ordine , che  potrebbe  tcnerfi  per 
giugnere  all’  equazione  , ommettendo  le  attuali  operazio- 
ni , perchè  in  altro  luogo  fi  fcioglierà  il  problema  cora- 
piiàménte . ' , 

66.  Conviene  pure  ufare  qualche  fona  d’indufiria 
per  giugnere  all’equazione  in  que’  Problemi , ne’  quali  fi 

tratta 
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tratta  di  angoli , e ciò  con  rànifizio  di  palTare  dalle-  pro- 
prietà degl’ angoli  a quelle  delle  linee,  che  entrano,  o 
polTono  entrare  -nel  ^problema-.  Ne' prendo,  un’  efempio 
dalla  propofizione  io.  del  lib,  4.  d’Euclide  . iDebbati 
(Fig.9.)  fopra  la  retta  AB  cortruire  il  triangolo  ABC^  U 
di  cui  angolo  A fia  la  metà  tanto  dell’angolo  ABC,  quan- 
to dell’ angolo  ACB\  Il  triangolo  ABC  ila  il  ricercato , 
adunque  faranno  tra  loro  eguali  i diie  angoli  ACB^  ABC, 
quindi  eguali  i lati  AC,  AB,  c fe  s’intenda  condotta  la— 
retta  CD  tale  , clic  divida  in  due  egualmente  l’angolo 
ACB,  faranno  fimili  i due  triangoli  ACB  , CDB,  c Q 
avrà  l’ analogia  A B,  BCtiB  C\  B D,  ma  fi  a BC—DC—AD, 
adunque  farà  AB,  AD  ::  AD,  DB  , ed  ecco  ridotto  il 
problema  propoilo  all’  altro  di  dividere  la  data  A B 
extrema  nieJia  ratione . Sciolto  pertanto  qucflo  fecondo 
problem  1 , cioè  ritrovato  il  punto  D , farà  fciolto  il  propo- 
llo  ancora,  perchè’ divifa  DB  per  metà  in  E,  fc  fi  alzerà 
la  perpendico!  tre  EC,  che  incontri  in.  C l’arco  BC  del 
raggio  A lì,  c fi  conducano  dal  punto  Cle  rette  C.4,  CB* 
il  triangolo  farà  il  ricercato  . . i. 

Ritrovata  adunque  l’equazione  del  problema,  fa 
d’ uopo  da  ella  ricavare  i valori  della  incognita,  cioè  ri- 
durre e(Ta  incognita'  ad  eficre  eguale  a fole  quantità,  date  , 
nel  che  confiflc  l.a  foluzione  del  problema  , e'ciò  dicefi 
rifolvere  l’equazione  , 

Ma  prima  è bene  richiamare  alla  memoria  alcuni 
alfiomi  ; cibò 

. ..  j- 

I. 
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1.  Se  a due  cofe  eguali  fi  aggiungeranno  , o da  eflc 
fi  fottrarranno  cofe  eguali , le  forame,  o difllrenze  faran- 
no parimente  eguali . 

2.  Se  cofe  eguali  fi  moltiplicheranno , o fi  divideran- 
no per  cofe  eguali , i prodotti , o i quozienti  faranno  eguali . 

5.  Se  da  cofe  eguali  fi  caverà  radice  di  indice  eguale, 
i rifultanti  faranno  eguali . 

4.  .Se  cofe  eguali  fi  eleveranna  a potefià  di  efponen- 
te  eguale,  i rilultanti  faranno  eguali. 

Dal  primo  di  quelli  aflìomi  fi  ricava  , che  fe  fi  vorrà, 
che  un  qualunque  termine  dell’ equazione,  il  quale  fia  da 
una  parte  del  fegno  d’egualità,  palTi  dall’altra,  fi  porrà 
fempre  farlo  fenza  punto  togliere  l'eguaglianza.  Sia  l’equa- 
zione ax -h  bb—-^  XX -i- cc\  fi  aggiunga  xx  all’uno,  ed 
all’altro  membro  dell’equazione,  farà  ax  bb xx  — 
— xx-i-cc+xxf  ma  —xx-t-xx  fi  elidono,  e rimano 
àx+  bb-i-xx—cc;  ed  ecco  il  termine  xx  paifato  nel  pri- 
mo membro  dell'equazione,  da  cui  fc  in  oltre  fi  fottrarrà 
bb , farà  ax  bb  xx  — bb  — cc  — bb;  mz  bb  — bb  fi  elido- 
no, e rimane  ax  +■  xx—cc—bb^  ed  ecco  il  termine  bb 
pafTato  nel  fecondo  membro  dell’equazione.  Adunque-, 
generalmente  quando  vogliali,  che  un  qualunque  termine 
palfi  da  una  parte  all’altra  del  fegno  d’egualità,  baderà 
fcriverlo  nell’altra  con  mutargli  il  fegno.  In  confeguenza 
di  ciò  fi  potrà  adunque  rendere  a noftro  talento  pofuivo 
un  qualunque  termine,  che  nell’equazione  fu  negitivo,  c 
vicendevolmente;  e ciò  con  Io  fcriverlo  col  fegno  mutato 

dalla 
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dalla  oppofta  parte  del  ftgno  d'egualità  a quella,  in  cui  lì 
trova;  e però  aa^xx—bh  farà  lortcflb,che  aa^bb  — xxy 
o fu  XX  zzaa  — bb.  Quindi  fe  nell’uno,  e nell’altro  mem- 
bro dell'equazione  vi  farà  lo  llellb  termine , ed  afietto  dal 
medefimo  legno, potrà  elTo  da  ambi  i membri  cancellarfi, 
lenza  togliere  l’eguaglianza,  come  fe  foire  ax  ~xx  =.  bb  —xx^ 
fi  fcriverà  ax~bb\  imperciocché  trafportando  dalla  op- 
pofla  parte  il  termine  —xx^  farebbe  ax—  xx-\-  xx  — bb, 
o pure  ax  — bb—xx-^-  XX,  ma  —xx  e xx  fi  elidono  ; 
adunque  farà  ax  = bb.  Lo  fielTo  fegue  fe  in  luogo  di  traf- 
portare  il  termine  ad  ambi  i membri  comune, elio  ad  am- 
bi fi  aggiunga,  fe  nell’equazione  è negativo,  o fi  fottrag- 
ga , fe  è pofitivo  ; cosi  fe  hax  — xx  — bb  — xx,  farà  anche 
ax  — XX  +-  XX zzbb—  XX  +-  xx , cioè  ax  — bb. 

68.  Dal  fecondo  alTioma  fi  ricava,  che  fe  un’.equa- 
zione  averà  delle  frazioni  fi  potrà  fempre,  fenza  togliere., 
l’egualità,  da  eflTc  liberare  con  ridurre  ciafeun  termine  al 
comun  denominatore,  ed  indi  ommetterc  dio  denomina- 
tore, appunto  perchè  quantità  eguali  per  eguali  moltipli- 
cate fanno  prodotti  eguali . Sia  a — riducendo  al 

b 

comune  denominatore  farà  ab^x:^—^,  c moltiplican- 

b b 

do  ambi  i membri  dell’equazione  per  b,  cioè  ommetten- 
do  elio  denominatore  b,  farà  ab  — xx  = bb.  E fe  in  oltro 
fi  voglia , che  il  termine  — fia  pofitivo  , fi  farà 
^b  — bb+  XX , 0 fia  ( che  è lo  fidTo  ) *-,v  ■^-bb':z  ab,  o pu- 
re 
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re  xx'^ab  — bb.  Sii  ax—bxx-:z.ab , riducendo  al  comu- 

1 a 

ne  denominarore  farà  aax—  ibxx—  zaab  , e moltiplican- 

ta  xa 

do  l’uno  , e l’altro  membro  per  la  ; averafli  aax  — 
ibxx  z:  laab . E fe  fi  voglia  di  più , che  il  termine  ibxx 
fia  pofitivo,  e in  oltre  che  tutti  i termini,  i quali  conten- 
gono la  lettera  at,  fieno  da  una  parte  del  fegno  d’eguali- 
tà, fi  faccia  ibxx  — aaxzz  —zaab  , o riduccndo  l’equa- 
zione al  zero,  ibxx  — aax  4.  zaab  — o . 

69.  Per  lo  fteflb  aflìoma  fi  potrà  liberare  qualunque 
lettera  , a piacere  , nell’equazione  , o fua  poteilà  dal  co- 
efficiente  , cioè  da  quella  quantità  , in  cui  e(Ta  fia  per  av- 
ventura moltiplicata,  e ciò  dividendo  ciafcun  termine  per 
effb  coefficiente:  Sia  pertanto  ibxx  — aax  laab  , e_. 
dcbbafi  liberare  xx  dal  coefficiente  2b  ; adunque  dividen- 
do l’uno  , e l’altro  membro  dell’equazione  per  la  flefliu, 
quantità  ib,  i quozienti  faranno  eguali, cioè  ibxx  — aax— 

—laah^t  però  xx  —aax  ——  aa.  Sia  ja?  — ’ z:  bb—  ^bxx  —bx, 

ib  ib  b xa 

c fi  voglia  , che  la  xx  fia  pofitiva  , libera  dalle  frazioni  , 
e da’  coefficienti , e che  tutti  i termini , che  in  qualunque 
modo  contengono  la  lettera  at,  fieno  da  una  parte  del  fe- 
gno d’egualità  , e gli  altri  dall’  altra  . Si  feriva  adunque,* 

^hxx  -i-  bx  ax—  hb-i-a';  fi  moltiplichi  per  2a  ciafcun  tcr- 
T 

mine. 
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niiriC,evicrc  rtquazionc‘3/’.v,f-4-  rabx  laaxTziahb  +zj*, 

T 

fi  divida  fina!  mente  ciafeun  termine  per  3^,  e farà  l’equa- 
zione XX  -f  2r.hx uax  — za*  ■+  zihy  che  à tutte  le  con- 

34  3 44  3 

dizioni  ricercare  . 

70.  Dal  quarto  aflìoma  fi  ricava,  che  fc  una  equazio- 
ne conterrà  radicali  , o fordi  , fi  potrà  da  efll  liberare., 
fcrivendo  il  termine  , o i termini  fordi  da  una  parte  del 
fegno  d’tgualiù  , cd  i razionali  dall’altra  , indi  facendo  il 
quadrato  dell'  uno  , e dell’  altro  membro  dell’  equazione  , 
fc  la  radice  è quadrata  ; il  cubo  fe  è radice  cuba  ec.  Cosi 

clTendo  i^aa  —xx+-  a—x  fi  feriva,  pollo  il  termine  adill' 

altra  parte  del  fegno  d'egualità,  — = — e peiò 

c\iìzdrìndOyaa  — xx  — xx—zax-t-aai  cioè  ixx—zjx—Oy 
o fia a:  — <1  = 0, dividendo  per  2x  comune  ad  ambi  i mem- 

bri;Cosi  elTendo  i^aax—  x*  — a+-  Arno;  fi  feriva  l^aax—x  ’ r: 

<7  — AT,  e fatti  i cubi,  farà  aax  — a:  ’ = a ’ — '^aax  -1-  "^axx—  x ’ , 
cioè  ^axx  — ^^3ax  a*—o^  o fia  3XAf  — 4a;f+-<ja=o,  divi- 

dendo per  a . 

Che  fe  i termini  radicali  folTero  due  o più  , onde  in 
una  operazione  fola  non  fparifTero,  ella  fi  ripeta  fino  che  bi- 

fogna  . Cosi  i^bx~a  -t-  i^ax  fi  feriva  i^bx—  vax~a^t 
quadrando  , bx  ax  — 2 u'abxx  — aay  cioè  hx  +-  ax  — aa  — 

zu  akxx  , c di  nuovo  quadrando  , bbxx  4-  aaxx  ■¥-  a* -h 
2al'xx—  2jaì'x—  2a*x  zz  ^tbxx  , cioè  bbxx  — zabxx-t- 

a.ixx~ 
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aaxx—  raabx^  ia  ’ X4-  a * =o . Cos'ir  z:  yy  —‘jVay^yyy 

quadrando , farà^>^  zi  ay  ->r  yy  ^ aV  ay  — yy\  cioè  ay  zi 

Q^ay—yy  , e di  nuovo  quadrando  , aayy  zi  a' y — aayy  , 
vale  a dire  iaiiyyzia*y ^ o fia  ryzia. 

71.  PrernelTe  quelle  cofe  , è' facile  la  maniera  di  ri- 
folvere  le  equazioni  per  avere  in  quantità  date  il  valore.» 
della  incognita  , che  ferve  alla  foluzione  dd  problemi-  . 
Ma  prima  lì  fuppongano  le  equazioni  liberate  dalla  afim- 
metria  , cioè  da’  radicali  nel  calo  , che  l’incognita  folTe.» 
fotto  al  vincolo  , ed  indi  ridotte  all’  efpreflìone  più  fem- 
plice  cancellando  que’  termini , che  lì  elidono  , fc  tali  ne 
avelTe  ; fe  l’uno  e l’altro  membro  folTero  per  la  ftelTa.» 
quantità  moltiplicati , dividendoli  ; o fe  foTcro  divilì  , 
per  ella  moltiplicandoli  ; come , per  efempio  , fc  folTe 
axx  — aax-*-  aabzi  a*  + aah  fi  ridurrebbe  ad  eflcre  xx ^ 

' ~b  ~b 

ax  aa  . In  oltre  per  primo  termine  dell’  equazione  fi 
intenda  il  complelTo  di  tutti  i termini , che  contengono 
l’incognita  alla  mallima  potelìà  ; per  fecondo  termine  il 
complefib  di  tutti  i termini , che  contengono  la  incognita 
alla  poteflà  di  un  grado  inferiore  , e così  di  mano  in  ma- 
no ; e per  termine  cognito  il  complelfio  di  tutti  i termini  , 
che  in  nelTun  modo  ella  incognita  contengono.  Q lindi 
nell’  equazione  axx  — bxx  ^ bbx  — aax  — a'  — b'  y o lìa.» 
axx  — bxx  — bbx  — aax  +-  b'  — a'  z:  o,  farà  axx  — bxx  , 
cioè  xx)ia  — b il  piimo  termine  ; — Ibx  — aax  , cioè 

Li  )f 
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X y,  — aa~bb  il  fecondo  ; ^ a'  b'  il  cognito . Nell’equa- 
zione +- a*— a' o farà  aa^abXxx 

il  primo  termine  ; il  fecondo  manca  ; ed  a*^b  *^a'b  il 
cognito.  Nell’equazione  ax'+-bx'  ^ aaxx  — a*  — o farà 

a+  bXx*  il  primo  ; <—aaxx  il  fecondo  ; il  terzo  manca  ; 
c — a*  l’ultimo,  o il  cognito;  e cosi  dicali  dell* altre  equa- 
zioni . E qui  devefi  notare,  che  il  termine , per  efempio, 
aaxx ^hbxx  (il  che  s’intenda  di  qualunque  altro  compo- 
flo  di  fegni  centrar])  può  cflere  quantità  pofitiva  , o nega- 
tiva , e farà  pofitiva  fe  aa  fia  maggiore  di  bb  , negativa  fc 
all’oppofto  ; e però  fe  fi  dirà  in  apprclTo  di  rendere  pofi- 
tivo  un  fimil  termine  nell’ equazione , bifognera  a ciò  ave- 
re riguardo  . 

72.  Ciò  pollo  ; per  rifolvere  le  equazioni , in  primo 
luogo  fe  l’equazione  à frazione  , nel  di  cui  denominatore 
fia  l’incognita  , fi  riduca  al  comun  denominatore  ; in  fe- 
condo luogo  fi  renda  pofitivo  il  termine  della  malfima_. 
potellà  dell’  incognita  , e ferini  da  una  parte  del  fogno 
d’egualità  tutti  i termini  nell’  ordine  loro  , che  contengo- 
no efla  incognita  , fi  ferivano  dall’altra  i cogniti  ; in  terzo 
luogo  fe  il  primo  termine  , cioè  quello  della  mallima  po- 
tefià  dell’incognita,  avelTe  un  denominatore,  fi  liberi  dalla 
frazione  nel  modo  detto  al  num.08.,  e finalmente  le  avef- 
fe  coefficiente  , cioè  fe  folTe  moltiplicato  in  qualche  quan- 
tità data  , da  ellb  coefficiente  fi  liberi  ( n.  dp,  ) 

E’  facile  il  vedere  , che  in  quella  guifa  operando  , fe 

l’equa- 
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l’ccjuizlone  avrà  l’incognita  a una  fola  dimenflonc  , fara 
ella  anco  interamente  rifoluta  , e ridotta  la  fteiTa  incogni- 
ta eguale  a fole  quantità  date  , che  è quanto  fi  pretende 
di  fare.  Sia  l’equazione  ~ bbx  — aax , e fia  aa  mag- 

ZI» 

giore  di  bb.  Per  rendere  pofitivo  adunque  il  termine  dell' 
incognita  fi  feriva  aax ^bbxz:ff^aai  e liberando  dal  de- 

z m 

nominatore,  e coefficiente,  farà  a:  valore 

interamente  cognito  . Se  fo(Te  aa  minore  di  bb  , in  q iefto 
cafo  il  termine  dell’incognita  bbx _ aax  farebbe  poltrivo  , 

z a 

uè  occorrerebbe  trafportarlo , e fi  avrebbe x za.  im'X.aa—f’ 

bb  —aa 

73.  Anzi  quando  anche  l’incognita  fia  elevata  a qua- 
lunque poteftà,  purché  alla  ftella  in  tutti  i termini  ne’ 
quali  fi  trova , cioè  ( che  vuol  dire  lo  fteflb  ) purché  l’ in- 
cognita formi  un  fol  termine,  per  l’affioma  3.  fi  rifolverà 
l’equazione,  e fi  avrà  eflà  incognita  eguale  a fole  quantità 
date  col  efirarre  dall’uno,  e dall’ altro  membro  dell’equa- 
zione la  radice  di  quell’ indice , di  cui  c la  poteftà.  Sia_. 
l’equazione  ètnafl  — a* . Per  rendere  pofitivo  il 

ZC 

termine  dell’incognita  fi  feriva  axx-^-bxx  — aa-^bb^  e li- 

ZC 

bcrando  dalla  frazione , e dal  coefficiente,  xx—rcY  aa  —bb^ 

«+•  b 

cioè 
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cioè  xxzz  tue—  ibCf  facendo  l’attual  divifione  per 

giacché  lì  può,  e fii;almente  cavando  la  radice  quadrata  , 

farà  y = i;  ty^iac—zhc.  Ho  porto  alla  radice  il  legno  am- 
biguo per  ciò,  che  fi  è detto  al  num.  15.  Per  la  rte(Ta_. 

> /•  ' 

ragione  fe  folfe  r ’ n j Z» * , fi  averebbe  x — , 

c così  deir  altre  generalmente. 

74.  jMa  fc  l’equazione  contiene  l’incognita  al  qua- 
dratoelevata, e in  oltre  il  rettangolo,  o fia  il  prodotto 
della  rtefla  incognita  nelle  quantità  note,  cioè  il  fecondo 
termine,  (e  dictfi  equazione  di  quadratica  alfetu , ficco- 
me  quando  manca  il  fecondo  termine  di  quadratica  fem- 
plice  fi  appella  ) preparata  erta  come  fi  è detto,  all’uno, 
ed  all’altro  membro  della  equazione  fi  aggiunga  il  qua- 
drato della  metà  del  coefficiente  del  fecondo  termine.. 
( vale  a dire  il  quadrato  della  metà  di  quella  quantità  co- 
gnita intera , o rotta,  che  moltiplica  la  incognita)  ed  il 
primo  membro,  come  è manifello,  farà  femprc  un  qua- 
drato, la  di  cui  radice  farà  il  complefib  dell’incognita,  c 
della  metà  di  efib  coefficiente  con  il  fuo  fegno  naturale  ; 
e però  ertraendo  la  radice,  quello  complefib  farà  eguale 
alla  radice  quadrata  del  fecondo  membro  , e trafportando 
la  metà  del  coefficiente  , come  quantità  cognita , farà  fi- 
nalmente la  incognita  eguale  alla  fomma  , o differenza., 
( fecondo  la  natura  de’  fegni)  della  radicale,  c di  elfa  me- 
tà del  coefficiente  . Sia.  l’equazione  xx-*-  zax  — bb-,  fi  ag- 
giunga all'uno,  ed  all’altro  membro  il  quadrato  della., 

metà 


( 
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metà  del  coefficiente  del  fecondo  termine,  cioè  aa,  e fa- 
rà XX  +-  lax  + aa=-aa+-bbye  cavando  la  radice,  x -i- a z=. 

i bby  e trafponendo,  — i v/aa+-  bb  — a. 

Sia  l’equazione  bbx  — aax  — mxx-^aabb'Zio.  Ren- 

m 

dcndo  pofitivo  il  maffimo  termine  , ed  ordinando  l’equa- 
zione , farà  mxx-^  aax  — bbx  — aabb  , e dividendo  per  tn , 

m 

XX  ■*- aax  — bbx  ZI.  aabb  ; adunque  aggiungendo  ad  ambi  i 

m mm 

membri  il  quadrato  della  metà  del  coefficiente  del  fecon- 
do termine , cioè  a ♦ _ laabb  -t-  ^ , fi  avrà  xx  aax  — bbx  ■+ 

4 m m m 

a*  — 7aabb b*ZZ  a*  — 2 tahb -h  4-  aabb , e cavando  la  ra- 

4 m r/9  4 w I»  m m 

dice , X ■^aa  — hb~  ±^a  ‘ — s. W’i *-b*-^  aabbyC  riducendo 

> 4 >0  m mm 

al  comune  denominatore  il  radicale,  e trafponendo  il  termi- 
ne cognito  aa  — bb , farà  x~—aa-¥-bh ♦ +-  zaabb h*\ 

^ z ni  4 m m 

ma  la  radice  fi  può  attualmente  cftrarre  , ed  è tanto 
aa-^-hhy  quanto  — aa—  bb,  per  ragione  del  fegno  ambi- 

»»>  XI» 

guo  ± , e però  faranno  due  i valori  della  x , uno 
aa  + bh -t- aa -t- hh  , o fia  x~bb  , e l'altro  x — 

iw  m 

— aa-^-hb  — aa  — hby  o fia  x~  — aa  . 

X m ,n 

75.  L’ambiguità  adunque  del  fegno,  che  fico  porta 

la 
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la  elirazione  della  radice  quadrata , fomminidra  due  valo- 
ri dell*  incognita , i quali  poffono  clTerc  ambi  pofitivi  , 
ambi  negativi , un  pofitivo  , e negativo  l'altro  , e talora.» 
ambi  immaginari  , fecondo  le  quantità  note  onde  fono 
comporti . Nell’  equazione  finale  ^ per  efempio  ^ x — 

i.  v'aa-irTb—  a un  valore  , cioè  aa*-  bb^a  farà  pofiti- 
vo , perchè  cffendo  vaa-^-  bh  maggiore  di  a , la  differenza 
è pofitiva  ; l'altro  valore , cioè  -^ì^aa+-bb  — a farà  negati- 
vo , come  è maniferto.  Nell’equazione  x—a±.^aa—bb 
( fuppofto  b minore  di  a ) ambi  i valori  faranno  pofitivi , 

perchè  v' bb  c minore  di  e per  la  rtertà  rag.one.» 
nell’equazione  Af  ~ i t/iia  — bb — a ambi  i valori  faranno 
negativi  j che  fe  foffe  b maggiore  di  a,  ambi  farebbero 

immaginari,  come  ó rwtaio  al  n.  15*»  perchè  v^aa  bb 
farebbe  radice  di  quantità  negativa  . Nell’  equazione-» 
x*-3*~b*  ,che  efigge  due  volte  la  effrazione  della  radice 

quadrata,cioèArAT=±  ,tdmd\xzz±.f^±ya*-b*  , 

quattro  fono  i valori , due  reali  pofitivo  l’ uno , e negativo 

l’altro,  cioè  iz  ^ ’^\^a‘'  — b*^  fupporta  b minore  di  a, 

gl’altri  due  immaginari,  cioè 

quando  b fia  maggiore  di  a tutti  quattro  faranno  immagi- 
nari ; in  proporzione  fi  difcorra  dell’  altre  equazioni . 
I v’alori  negativi  , che  diconfi  ancora  falli,  fono  niente 
meno  reali  de’  pofitivi,  e quella  fola  divetfità  anno,  che 
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fe  nella  foluzlone  del  problema  i pofitivi  fi  prendono  dal 
punto  fiflTo  principio  dell’incognita  verfo  una  parte,  i ne- 
gativi fi  prendono  dallo  fiefib  punto  verfo  la  parte  oppo- 
lla  . Sia  (Fig.  io.)  ^ il  principio  dell’incognita  x di  un— 
problema  , c l'equazione  finale  fia,  per  efempio  x=iza; 

11  prenda  AB-a^  fiflato  adunque,  che  da  A verfo  B fieno 
‘ i politivi , farà  AB~a\\  valore  pofitivo  di  ;«■ , ed  in  con- 
feguenza,  prefa  AC— AB,  ma  dalla  parte  contraria  del 
punto  A;  farà  AC  = — a il  valore  negativo  di  a:,  ed  il 
problema  avrà  due  foluzioni , una  nel  punto  B , l’altra  nel 
punto  C . Ma  di  tutto  ciò  fi  vedrà  meglio  la  pratica  ne’ 
problemi  , che  fcioglierò  in  apprefib  * 

7<S.  Qualora  pertanto  l’equazione  , a cui  le  condizio- 
ni de’  problemi  ci  anno  condotti , ci  fomminiftra  foli  va- 
lori immaginar] , ciò  vuol  dire  , che  il  problema  non  à 
foluzione  alcuna , e che  è impolTibile . Lo  fteflb  fi  con- 
cluda quando  la  equazione  finale  ci  porta  all’alTurdo , co- 
me fe  ci  dalTe  quantità  finita  eguale  al  zero , o il  tutto 
eguale  alla  parte  , o cofe  firaili . Tale  la  ritroverebbe—  , 
chi  nella  retta  ABzza  (Fig.  i.)  ricercafie  il  punto  C,  onde 
fbfie  il  quadrato  di  tutta  eguale  alla  fomma  de’ quadraci 
delle  parti  ; imperciocché  fatta  AC—x,  farebbe  aa  — xx-^  . 
ea  — lax  +-  xx , cioè  ixx---  lax  o , e però  ac  — a , vale  a 
dire  la  parte  eguale  al  tutto  . AfTurda  pure  l’avrebbe  chi , 
alzata  fulla  retta  AB(Fig.  11.)  la  perpendicolare  indefi- 
nita BH,  cercafle  in  ella  un  punto  C,  da  cui  conducendo 
al  dato  punto  A la  retta  CA,  fofiero  parallele  le  due  CB, 

M CA; 
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C A\  imperciocché  fatta  B Azza j BCzzxy  e prefa  BDzz 
■j-x  , e condotta  DM  parallela  i BA,  farebbe,  per  { 
triangoli  CBA,  CD  M fimili , D Mr;  ~a;mafe  CA^CB 
fono  parallele  , deve  elTere  D M eguale  i B A , e però 
— z:4,  equazione  imponibile  . 

Se  taluno  però  pretendelTc  , che  la  prima  delle  due_» 
fuperiori  equazioni  ,cioc  ixx^  2<3a?~o  non  fia  altrimenti 
alTurda  , ma  che  d fomminiftri  due  valori  benché  inutili , 
però  reali , fondato  fulla  ragione  , che  dividendo  l'equa- 
zione per  2x  — 2a , rifulta  valore  reale  , che.  feio- 
glie  li  problema;  imperocché  prefa  xzzo,  cioè  divifa  la 
linea  AB  nel  punto  A,  una  parte  di  elTa  farà  zero  , e l’al- 
tra farà  a ; e però  il  quadrato  di  tutta  eguale  al  quadrato 
delle  parti  , cioè  aaz:o  -t-  aa  , o Cia  aa  z:  aa  y c dividendo 
per  2x  l’equazione , rifulta  xzi  a valore  reale  che  feio- 
glie  il  problema  , dividendo  la  linea  nel  punto  £ ; a chi  , 
come  diflì , cosi  pretendeffe  non  mi  opporrei  per  avven- 
tura ; ma  qualunque  fìafì  la  giuda  idea  di  quella  , e fimili 
equazioni , egli  è certo  però  , che  nulla  di  più  ci  fa  fape- 
re,  fe  non  che  il  quadrato  della  linea  AB  è eguale  al  qua- 
drato della  linea  AB,  e la  linea  eguale  a fe  ilelTa  . 

Ho  prefo  per  efempio  d’equazione , che  porta  all'  af- 
furdo  , quella  che  mi  dà  una  quantità  finita  eguale  a zero, 
Q il  tutto  eguale  alla  parte  ; ciò  però  sintenda  quando  la 
incognita  non  polTa  efTer  grandezza  infinita , ed  il  proble- 
ma non  fia  più  , che  determinato  , perchè  in  quelli  cali 

pof- 
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pofTono  efifer  veriflìme  tali  equazioni , come  fi  vedrà 
altrove . 

. 77-  S’incontrano  pure  alle  volte  altre  equazioni  , lc> 
quali  dall’ una,  c dall'altra  parte  del  fcgno  d’egualità  con- 
tengono le  fleUe  quantità  , c che  per  confeguenza  ridotte  » 
vengono  alla  fine  a concludere  0=0.  Quelle  tali  equar 
zioni,  che  fi  chiamano  identiche,  ci  fanno  fapere  più  di 
quello  , che  nella  propollzione  da  noi  fi  ricercava  , men- 
tre che  fpiirendo  da  effe  affatto  l’incognita,  e portandoci 
a conclufione  vera  ( perchè  è Tempre  vero,  che  il  zero  è 
eguale  al  zero  ) ci  fanno  conofcerc , che  il  valore  dell’in- 
cognita è quello , che  fi  vuole  , e che  però  la  propofizio- 
nc  non  è un  problema,  ma  un  teorema.  Eccone  un’efem- 
pio  . Nel  dato  rettangolo  AC  DE  ( Fig.  12.  ) condotta  la 
parallela  BF  ad  A E dal  dato  punto  B,  fi  dimanda  in  cfTa 
un  punto  tale  H,  che  tirate  agli  oppofli  angoli  le  rette 
HA,  HC,HD,  HE , fi  a la  fomma  de’  quadrati  di  H^, 
HD  eguale  alla  fomma  de*  quadrati  di  HE,  HC.  Sia_. 
AB— a,  BC  — b,CD  — e,  c fuppofio,  che  H fia  il  punto 
cercato,  farà  BH  = x,  e però  HF  — e — x.  11  quadrato 
adunque  di  HA  farà  ~aa-*^xx,  dì  HC  farà  —bb-t-  xx  , 
di  H D farà  — bb^-te  — ^ex  +-  , di  HE  farà  zzaa+-ee — 

2ex  4-  XX  però  l’ equazione  aa  +-  xx-\~  bb  +■  eè — zex  +■ 
xx  — bb-^-  xx-haa-t-ee  — 2ex  -i-xx,  cioè  o n o , vale  a_« 
dire  , che  dovunque  fi  prenda  nella  retta  BF  il  punto  H, 
fi  verificherà  Tempre  la  ricercata  proprietà  . 

78.  Le  equazioni  , che  ridotte  contengono  la  inco- 

M 2 gniu 
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gnita  ad  una  fola  dimenfione , diconfi-equazioni  fcroplici , 
c del  primo  grado  ; quelle  , che  la  contengono  elevata 
al  quadrato  , fieno  effe  quadratiche  femplici  o affette  , fi 
dicono  del  fecondo  grado  ; quelle  , che  la  contengono 
elevata  al  cubo,  comunque  fìafi  degli  altri  termini,  fidi- 
cono  del  terzo  grado  , e cosi  del  quarto,  del  quinto  cc. 
le  altre  in  proporzione  . Quindi  i problemi,  che  da  equa- 
zioni fcmplici,  0 del  fecondo  grado  vengono  cfpreffi  , fi 
dicono  problemi  piani , perche  fi  coftruifeono  colla  fola 
geometria  comune  dell’ Euclide,  cioè  circino  & regalai 
gli  altri  tutti’ fi  dicono  foh'di , perchè  per  la  cofiruzionc 
loro  , fi  richiede  la  dcfcrizionc  di  cene  curve,  che  luoghi 
folidi  pure  fi  chiamano  . Della  rifoluzionc  , e cofiruzionc' 
de’  problemi  folidi  nulla  qui  dirò  , riferbandomi  a trattar- 
ne efpreffamente  nel  Capo  IV. 

79.  Vi  fono  molte  equazioni,  che  fembrano  a prima 
vifia  di  quel  grado  , che  dall’cfponente  maflìmo  dell’in- 
cognita viene  indicato,  ma  che  però , debitamente  trattan- 
dole , s’abbaffano  a grado  inferiore  . Di  quefio  genere 
fono  tutte  quelle , le  quali  oltre  il  primo  termine  , cioè 
quello  della  maffima  potefià  dell’incognita,  cd  il  termine 
affatto  cognito,  un’altro  folo  ne  contengono,  in  cui  la 
incognita  abbia  la  potefià,  che  fu  la  radice  quadrata  della 
potefià  del  primo  termine;  come  farebbe  x* — laaxx—b*^ 
la  quale  maneggiata  colla  regola  delle  quadratiche  affette 

fi  riduce  ad  effere  xx  — aaH  , e per6  x — 

i:  ^aa -f- b-*  : Ifieffamente  x‘-i~a^x’ — b*=o, 

che 
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che  ridotta  nello  ftelfo  modo  fi  trova  edere  x ' — 


cd  infinite  altre  di  fimil  natura  . Sono  pure  dello  lleflb 
genere  quelle  , che  per  mezzo  dell' efirazione  delle  radici 
poflbao  abbaflarfi  a grado  inferiore;  cosi  x*  — zax*  -+ 
aaxx  — ibbxx  + zabbx  4-  b*—  aabb  4-  effendo  il  primo 
membro  dell’equazione  un  quadrato  , la  di  cui  radice  è 
XX  ~-ax  — bb  ^ farà  l’equazione  abbadàta  xx  ^ax~-.bb  — 

±.  b v^aa  +.  bb . Cosi  nell’  equazione  x ’ 4-  %axx  4-  ^aax = b ' 
fe  fi  aggiunga  a*  all’  uno  , cd  all’  altro  membro  , farà 
x’4- 5<jata?4- 3u<j;v4-fl*  =5’+-^»’,  ma  il  primo  membro  è 
un  cubo  , la  di  cui  radice  h x-^- a y adunque  l’equaziono 

abbadata  farà  x •¥  a — ^ o*4-i‘.  Ma  non  è Tempre  cosi 
facile  il  riconofcere  , quale  quantità  debba  aggiungerfi  , o 
fottrarfi  dal  primo  membro  dell’  equazione  , acciocché 
egli  divenga  una  poteftà  perfetta , nè  fi  può  adegnarnc-. 
metodo  alcuno  , onde  in  quedi  cafi  potrà  folo  aver  ufo  la 
pratica  , e l’indufiria  dell’  Analilìa  < 

80.  Ma  fe  il  propodo  problema  fode  di  tale  natura  , 
che  o difficilmente  , o in  nedun  modo  una  fola  incognita 
adonta  badade  per  avere  tutte  quelle  denominazioni,  che 
all’invenzione  della  equazione  fono  neccdarie  , in  quedo 
cafo  fi  prende  una  , due  , tre  , e quante  abbifognano  in- 
cognite di  più , mentre  che  edendo  il  problema  determi- 
nato di  natura  fua , ci  fomminidrerà  Tempre  materia  di 

al- 
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altrettante  equazioni , quante  fono  le  incognite  affunte  } 
col  mezzo  di  ciafcuna  di  quelle  equazioni  fi  elimina  una 
delle  incognite  , cioè  fe  ne  trova  il  valore  dato  per  le  ri- 
manenti, e per  le  cognite,  fino  a che  fx  giunga  finalmen. 
te  all’ultima  equazione  , la  quale  conterrà  un'  incognita-, 
fola  . Cogli  efempj  s’inienderà  meglio  il  modo  di  queUo-» 
operazioni . 

Sieno  in  primo  luogo  due  equazioni  fcmplici  ^ cioè 
del  primo  grado,  per  elempio , +.  a?  = è 4.;^,  e tj?  = 5^^, 
c fi  voglia  eliminare  la  y ritenendo  la  x ; per  mezzo  di 
quella,  che  fi  vuole,  delle  due  equazioni, per  efempio  del- 
la prima  , fi  trovi  il  valore  della  y colla  debita  trafpofi- 
?ione  de’  termini,  e U\3Ly  — a-^x^b\  quello  valore  fi  fi> 
fliiui'ca  nella  feconda  in  luogo  dclla^,  e fi  avrà  la  nuova 
equazione  ix-i-a*  x^b  — ib,  cioè  x — 4^— a,  e foilitoi- 

i 

to  quello  valore  in  una  delle  due  equazioni  propolle  in_. 
luogo  della  X , fi  avrà  il  valore  d«.lla  y = 2a+~b.  Ciò  po- 

} 

tevafi  anche  ottenere  col  ricavare  da  ambe  le  equazioni  i 
due  valori  della  y , ed  alTieme  paragonali , imperciocché 
dalla  prima  equazione  fi  ricava^  a+-  x — b,  dalla  fecon- 
da = 3^»—  ax,  e però  farà  a+x—’bzz^b^  2x,  cioè  xzz 
— a y come  prima  . 

^ 81.  Nello  flelTo  modo  fi  opererà  quando  le  equa- 
zioni contengano  la  incognita,  che  fi  vuol’ eliminare,  ele- 
vata alla  feconda  diraenfione  , mentre  per  mezzo  di  una_, 

'delle 
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delle  due  date  equazioni  , o con  la  fola  trafpofizione  de’ 
termini , o colle  regole  delle  quadratiche  femplici , o af- 
fette, fe  ne  potrà  Tempre  avere  il  valore  da  foflituirfi  nell* 
altra  equazione  . Sicno  le  due  equazioni  xx  + ^ax~^yy,  e 
2xy-~  ^xx—z^aot  e fi  voglia  eliminare  la^  , la  feconda— 
dzTÌ y=z  +■  ^xXf  e però^  = i^a*  ■+  i^^xx  +-  fx*  » 

i jr  4 XX 

e foftitaito  quello  valore  nella  prima, farà  efia  xx+-  ^ax  — 
yiaaxx -t- ijx*  f cioè  2^x*~- 2oax* -t- yzaaxx 

4XX 

48j*  = o . Che  fe  fi  voglia  eliminare  la  at,  ritrovato  il  di 
lei  valore  per  quella, che  fi  vuole, delle  due  equazioni , per 

efempio  per  la  feconda , cioè*  x~y±.  Vyy—  1 , e folli- 

I — ' 

l I 

tuito  nella  prima , farà  efla  ayy—  iiaa±2yi^yy—  i2aa  + 

9 

ì2aa~^yy^  e liberando  dai  radicali , ed 

I 

ordinando  l’equazione  , farà  dopo  un  lungo  càlcolo 
62ty*—8ioay* -h  <S4Saayy -t- ^6oa*y +~  2844(1*^0  f e divi- 
dendo per  ^ farà  finalmente  4- +- 

40J  *y  +.  ^i6a*=o  . 

82,  Generalmente  per  le  equazioni,  nelle  quali  l’in- 
cognita, che  fi  vuole  eliminare,  fia  a qualunque  grado 
elevata  in  ambe  le  equazioni  ; fi  trovi  per  mezzo  di  ciaf- 
cuna  di  effe  il  valore  della  malfima  poteftà  della  fiefia  in- 
cognita , cioè  polla  ella  malfima  potdlà  fola  da  una  parte- 

dei 
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del  fegno  d' egualità , fi  pongano  dall'altra  parte  tutti  gli 
altri  termini , e quelli  due  valori  tra  loro  paragonati  ci 
daranno  un'equazione  di  grado  inferiore;  fi  ripeta  la  llef- 
fa  operazione  fino  a tanto,  che  fi  abbia  un’equazione  af- 
fatto femplicc  rifpetto  ad  elTa  incognita  , ed  in  confeguen- 
za  il  fuo  valore  efprelTo  per  l’altra  incognita,  c per  le  co- 
gnite , il  qual  valore  fi  rofiituifea  in  una  delle  date  equa- 
zioni in  luogo  dell’incognita,  e fue  poteftà,  e fi  avrà  un' 
equazione  efprefla  con  l’altra  fola  incognita  , c con  lo' 
cognite . 

Sieno  le  due  equazioni)»  * ^ aay=bxx , e ^ — bxx'^aax, 
c fi  voglia  eliminare  la  y ; farà  dunque  per  la  piima_- 
y*  — bxx  — aay^  per  la  feconda  y'~aax->rhxx  y e però 
bxx—  aay — aax  + bxx , cioè  — x ~y , e fatte  le  debite  foftitu- 
zioni  in  quella,  che  fi  vuole  , delle  due  equazioni,  fi  avrà 
— A?*  — aax ~ bxx,  Sieno  le  due  equazioni  del  numero  an- 
tecedente XX -h  ^ax  = ^yy,  %xy—  jata?  = 4^5,  e fi  voglia., 
eliminatela*'.  Sarà  adunque,  per  la  prima,  **=3)5»—  54*, 
per  la  feconda,  xx  z:  rxy—^a , c però  farà  l’equazione 

,<^yy  — 5fl* = 2*y—  ^aa  , da  cui  averalfi  x—s^yy+.^aay  c 

} *>+150 

quello  valore  foflituitoinuna  delle  due  propofie  equazioni, 

per  efempio  nella  prima  , farà 

2iy* ^Tiaayy  +.^^ayy-*-  loa*  ~$yy  ; 

4jry^  60 «y  ^I%}aa  iy-+-ij4 

c finalmente  riducendo  al  comune  denominatore , farà 
fìpy^  — poay'  -i-yijayy  40.?';» 4-  3 i6a*zzo  , come  fopra. 

Ma 
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Ma  fe  le  due  equazioni  non  aveflero  il  mafllmo  termine 
dell’incognita,  che  fi  vuole  eliminare,  alla  fiefia  potcftà  , 
fi  moltiplichi  l’equazione  di  grado  inferiore  per  tale  pote- 
fià  di  ella  incognita,  onde  fia  dello  fieflb  grado  dell’altra, 
indi  fi  proceda  nel  detto  modo . Cosi  fe  Ciìy'  — xyy  +■  $aax, 
cdyy=:xx—  xy—  $aa,  e debbafi  togliere  la  y;  fi  moltipli- 
chi la  feconda  equazione  in^ , onde  fia^^  = xxy  — A’vy— > 

€ però  xyy  -h  $aax  = xxy^xyy—  ^aay  . Da  quella  fi  cavi 
il  valore  di  yy,  ciok  yy— xxy  ^ %aay~-  ‘^aax  , il  quale  pa- 

XX 

ragonato  col  valore  di  yy  dato  dalla  feconda  equazione 
propofia  yyzzxx’^xy-’  3<w,  darà  xxy-^^aay-^  ^aax  :z 

■ XX 

XX  — xy—  3 , cioè  %xxy  — %aay  +■  %aax  =:  ax  ' , e però 

y-zL7x^  — ’^aax,  c fofiituito  quello  valore  in  una  delle_» 

due  propofte , equazioni  , come  nella,  feconda  , farà 
4JC  ‘ — 1 2ajx*  +.pa*xxzzxx  — 2x*-t-  ^aaxx  — ^aa  ; ' cioè 
px*-^  iSaaxx-h  pa*  ^xx—^aa 

riducendo  allo  flefib  denominatore , 
x*-i-ìSaax*—^^a*xx’t-2ja*  — o. 

Ne’  cafi  particolari  pofibno  elTervi'  de’  ripieghi , e 
delle  più  fpeditc  maniere  per  ottenere  l’intento,  ma  non 
cadono  folto  regola  alcuna.  Si  potrà  vederne  un’efempio 
nelle  due  equazioni  x -h  y-^yy—iobj  cdxx-^-yy-t-  v’  = 

X XX 

\^obb.  Volendo  eliminare  la  at;  fi  trafporti  il  termine  y 

N della 
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della  prima  dall’altra  parte , onde  fra  x^yy^  20&  — > j e 

X 

quadrando  ambi  i membri,  a:*-»-  zyj-¥  y*^  400 W—  ^oby+yy, 

XX 

cioè  XX -t-yy -hy*— 4oobb  — ^ol>y  ; ma  il  primo  membro 

X X 

di  quella  equazione  è Io  ftcflb  del  primo  membro  della^ 
feconda  equazione  propofta,  farà  adunque  4oobb^40ly^ 
i^obbf  cioè^z:  iì,b . 

% 

8j.  Con  calcolo  bensì  più  laboriofo  , c lungo  , ma_. 
nello  fleflb  modo  , fe  tre  , quattro  ec.  fono  le  equazioni , 
cd  altrettante  le  incognite  , fi  riducono  ad  una  fola  , im- 
perciocché per  mezzo  di  un’  equazione  fi  elimina  un’  in- 
cognita, il  di  cui  valore  dato  per  l’altrc,  e per  le  cognite 
fi  foftituifee  in  ciafeuna  delle  equazioni  rimanenti  ; indi 
per  mezzo  di  un’altra  equazione  fi  elimina  un’  altra  inco- 
gnita , cd  il  di  lei  valore  fi  foftituifee  in  quelle , che  ri- 
mangono , e così  di  mano  in  mano  fino  al  fine . Sieno  le 
tre  equazioni  + ^ ne -H  z ; z-¥-  x —a-t- y\  y — b^  x^ 
c fi  voglia  un’  equazione  fola  data  per  z . Dalla  prima— 
equazione  fi  cavi  il  valore  della  y , cioè  ^ = c+-z  — Af,  fi 
fofiituifea  quello  valore  nell’  altre  due  , e fono  z a:  =: 
a 4-  e z — cioè  xxzza->r  c in  luogo  della  feconda  , e- 
Z4-  z—x-b-¥  X,  cioè  2z  = &—£•+-  2.V  in  luogo  della 

terza  ; in  quell’  ultima  fi  fofiituifea  in  luogo  della  a?  il  va- 
lore ,che  fi  cava  dalla  feconda  trasformata,  cioè  a;  = a-*-e, 

» 

c fi 


•s 
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cfi  avrà  finalmente  iz=:  a +-c  , cioè 

% 

In  quefi*  altra  maniera  pure  fi  può  operare  . Da  ciafeuna 
delle  tre  equazioni  date  fi  cavi  il  valore  , per  efempio 
della  vale  adire^crr+z--  x,y  zzz-t-x-^  a^y  — x—  z; 
Dal  paragone  di  due  a due  di  quelli  valori , a piacere  , fi 
formino  due  equazioni , che  non  averanno  la^  ; da  una., 
di  quelle  equazioni  fi  cavi  il  valore  dell'altra  incognita  x, 
che  fi  follituilca  nell'altra  equazione,  vale  a dire  fi  faccia- 
no le  due  equazioni  r+-z  — »=z+.  , c c*-z-’X= 

h-*-x— Zi  dalla  prima  , fe  cosi  piace  , fi  cavi  il  valor  o 
^ della  X , cioè  x = a*Cy  che  fi  follituifca  nella  feconda^ , 

» 

e viene  l'equazione  c-t^z^a^c  = b e~~z  , cioè 

% Z 

z — a-^bf  come  fopra  , data  per  la  fola  incognita  z.  Nel- 
% 

fo  ficlTo  modo  fi  operi  quando  le  equazioni  fono  più  cora- 
polle , ed  in  maggior  numero . Nella  foluzione  de*  pro- 
blemi fi  vedrà  ^ufo  delle  regole  infegnate  . 

84.  Qualunque  volta  le  condizioni , o fia  i dati  del 
problema  non  ci  fomminillrino  tante  equazioni , quante 
fono  le  incognite  aflunte  , onde  due  per  neccfiltà  riman- 
gano , il  problema  farà  Tempre  indeterminato  , nè  potralfi 
mii  trovare  il  valore  di  una  delle  incognite , fe  non  fup- 
pofto  , e determinato  il  valore  dell’  altra  , nel  qual  cafo 
ogni  problema  indeterminato  fi  fa  determinato . Pci  for- 
mate , quantunque  anticipatamente  , qualche  idea  di  que- 

N 2 Ili 
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Hi  problemi  indeterminati,  cerco  due  numeri  , la  fomma 
de*  c]  li  ali  fu  eguale  a 30  . Chiamo  il  primo  numero  x , 
fe  chiamerò  il  fecondo  z:  ^o  — Xj  per  la  condizione  del 
problema  , non  avrò  poi  il  modo  di  arrivare  all’  equazio- 
ne ; adunque  chiamo  il  fecondo^  , farà  per  la  condizione 
del  problema  a:  +■  y~  30.  E poiché  non  c pofTrbile  il  ritro- 
vare materia  d’altra  equazione  , con  cui  eliminare  una_. 
delle  due  incognite  , il  problema  è di  natura  fua  indeter- 
Hiinato  , ma  fe  alTegnerò  un  valore  determinato  ad  una_* 
delle  incognite  , e fupporrò  , per  efempio  ^ z:  8 , farà 
x — ‘}o—y—  12.  Ma  perchè  li  poflbno  afTegnare  fucceflì- 
vamente  infiniti  valori  alla  y , cosi  infiniti  fono  i valori 
della  A- , ed  in  confeguenza  d’infinite  foluzioni  è capace  il 
problema  . Ne  prendo  un’  altro  efempio  dalla  Geometria. 
Si  debba  ritrovare  un  rettangolo  eguale  ad  un  dato  qua- 
drato ; fi  chiami  y la  bafe  del  rettangolo  , l’altezza  , ed 
aa  il  dato  quadrato  ; adunque  farà  l’equazione  aa  ~ xy^  e 
non  avendo  materia  d’altra  equazione  , rimane  il  proble- 
ma indeterminato  , come  di  fatto  infiniti  fono  i rettangoli 
al  dato  quadrato  eguali , potendofi  in^  infiniti  modi  variare 
la  bafe  , e relativamente  l’altezza  di  quelli. .Ma  fe  fi  ag- 
giungerà la  condizione  , che  la  bafe  del  rettangolo  debba' 
elTere,  per  efempio,  eguale  ad  x , farà^  zzje , e l’equazione 

xx  — aa^  c cosi  potendofi  in  infiniti  modi  variare  una_.' 

X * 

delle  due  incognite  , in  infiniti  fi  varierà  l’altra  , ed  infi-, 
nite  faranno  le  foluzioni  del  problema  . 

85. 
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85.  All’  oppofto  : Se  le  condizioni  del  problema,  che 
devonfi  adempire,  daranno  p.ù  equazioni , che  incognite, 
il  problema  farà  più  che  determinato,  e per  lo  piu  impof- 
fìbile-;  e fe  avrà  ad  efTer  pofllbile  , converrà  , che  i valori 
delle  date  fi  rillringano  a certa  legge  , la  quale  talvolta-., 
ci  può  far  vedere  innumerabili  cafi  , ne’  quali  è poflTibile_. 
il  problema  . Nel  fopra  notato  efempio  di  ritrovare  duo. 
numeri , la  fomma  de’  quali  fia  eguale  a 30  , che  quando 
nulla  di  più  fi  efigga,  è problema  indeterminato;  fe  fi  ag- 
giunga la  condizione  , che  in  oltre  la  differenza  de’  qua- 
drati di  effi  numeri  fia  data  , per  efempio  , eguale  a <0  , 
il  problema  è determinato,  avendo  noi  in  quello  cafo  due 
equazioni  , cioè  x — , e xx  — yy  iz  tfo  , e cavando 

dalla  prima  il  valore  della  y , c fofiituendone  il  quadrato 
nella  feconda , farà  x — 9<So,  cioè  xzi  , ed  in  confe- 

. 60 

guenza^r:  14.  Ma  fe  di  più  fi  aggiungeffe  la  terza  con- 
dizione , che  la  fomma  de’  quadrati  di  dii  numeri  lia_, 
eguale  ad  un  dato  numero  , il  problema  è più  che  deter- 
minato , e però  poffibile  nel  folo  cafo  , in  cui  il  numero 
dato  , a cui  fi  vuole  eguale  la  fomma  de’  quadrati , fia  ap^r 
punto  la  fomma  di  effi  quadrati , cioè  il  452  . Cosi  nell’ 
altro  efempio  del  rettangolo  eguale  al  dato  quadrato  ; fe 
fi  vorrà  , che  il  rettangolo  fia  fopra  una  data  bafe  , il  pro- 
blema farà  determinato  , ma  più  che  determinato  fe  fi 
pretenda  in  oltre  , che  i lati  abbiano  una  data  ragione  tra 
loro  , e polEbile  nel  folo  calo , che  quella  ragione  fia  ap- 

pun- 
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punto  quella  , che  nafcc  dall’  altre  ^.-ndizloai  della  bafo 

data  , e dell’  eguaglianza  al  dato  quadrato  . 

8<y.  Rifolute  le  equazioni , e ritrovati  i valori  dell’  in- 
cognita ne’  problemi  geometrici , rimane  che  fi  coftrui- 
fcano  quelli  valori , cioè  dalle  date  linee  del  problema  11 
trovi  quella  , che  appunto  fia  la  incognita  quantità  , che 
fi  cercava  . Sia  in  primo  luogo  il  valore  dell’  incognita— 
una  frazione  incomplelTa  razionale  , come  farebbe  x:za^ 

C 

fc  fi  farà  l’analogia  c,b::  a,  al  quarto, farà  elio  adun- 

C 

que  fulla  indefinita  jIC  (Fig.  15.)  prefa  — c , ed  alza- 
ta in  qualunque  angolo  B D — , e condotta  per  i punti 
A,  Dh  indefinita  ^£,  fe  fi  farà  a,  e fi  condurrà 
CE  parallela  z BDy  farà  CEz:abz:x.  O pure  condotte 

e 

in  qualunque  angolo  E A C le  indefinite  AE,  A C ^ fe  fi 
prenda  4B—  c,  A D=ib,  A C~  a , e condona  dal  punto 
B al  punto  D la  retta  BD,  dal  punto  C fi  tiri  CE  parallela 
a BD,  farà  AEvzab.  Con  quelli  adunque , o altri  teore- 

C 

mi  di  geometria  fi  trovi  la  quarta  proporzionale  delle  tra 
quantità  date,  o la  terza,  fc  fono  due,  ed  averaffi  in  linea 
il  valore  dell’  incognita . Se  fu  at  — abCyCì  inllhuifca  una— 

Ut  n 

prima  analogia  , prendendo  una  qualunque  lettera  del  de- 
nominatore , e due  del  nunieraiore , per  efempio  w,  i : • j,  ■ 
al  quarto  , che  è abyCi  ritrovi  la  linea  , che  fia  = e fi 

in 

chia- 
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chiami/,  adunque  ùikx^fc;  fi  infiituifea  la  feconda-. 

n 

analogia  al  quarto  , e farà  cflb  /r,  cioè  . 

ir  mn 

Adunque  prefa  ( Fìg.  13.  ) JB  — m,AC—aj  BD  — b, 
farà  CEzzabzz  f ; indi  prodotta  indefinitamente  CE  , fi 

m 

prenda  CHiz»,CK  = f,e  condotta  HE,  fi  tiri  dal  pun- 
to K la  retta  K I parallela  ad  HE,  farà  CH,  CE  : : CK  , 
e/,  cioè  n f ah  : : abc~  CI~x . 

tn  mn 

Se  le  dimenfioni  del  numeratore  , e denominatore., 
faranno  maggiori , in  maggior  numero  crefccranno  Ie_* 
analogie  da  inftituirfi  , ma  fempre  con  lo  fteilb  ordine. 

87.  Quindi  fe  il  valore  dell’incognita  farà  comporto 
di  più  frazioni  incompleflc , o di  interi , e frazioni , ri- 
trovate le  linee  , che  a ciafeun  termine  fono  eguali , e., 
fommate  erte  , o fottratte  , fecondo  i fegni , daranno  la_. 
linea  efprerta  dal  valore  dell’  incognita  . 

88.  Da  querta  regola  fi  ricava  il  modo  di  trasformare 
un  piano  in  un’  altro  di  un  dato  lato  , un  folido  in  un’al- 
tro di  uno , o di  due  lati  dati  ec.  cioè  un  qualunque  ter- 
mine di  due,  tre  ec.  dimenfioni  in  un’  altro,  il  quale  con- 
tenga una  data  lettera , fe  è di  due  dimenfioni  ; una  o due 
date  , fe  è di  tre  dimenfioni  ; ne  contenga  una,  due,o  tre 
date  , fe  è di  quattro  ec.  ; imperciocché  fia  il  termine  bb, 
che  fi  voglia  trasformare  in  un’altro,  che  contenga  la  let- 
tera 
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tera  a , per  cfla  lettera  a fi  divida  il  termine  bh  , farà  W ; 

a 

con  la  data  regola  fi  trovi  nella  {Fig.  13.)  una  linea  egua- 
le a hbyC  fi  chiami  w;  adunque  farà  hb—nty  cperòW=:j»i. 

Sia  fc  da  trasformarfi  in  modo,  che  contenga  aft;  fi  trovi 
la  linea  eguale  ad  ffc  ^ che  fi  chiami  »,  adunque  farà  jfcr:», 

ab  ab 

c però  ffl  zz  abn\  fe  fi  aveffe  voluto  , che  contenelTe  fola- 
mente  la  lettera  <j,  fi  avrebbe  fatto /c  — »,  e però  ffc—afn» 

a 

La  co 'a  è chiara  , nò  occorre  darne  altri  eferopj . 

8p.  Ciò  pollo;  fia  in  fecondo  luogo  il  valore  dell’in- 
cognita una  frazione  , o più  frazioni  coraplelTe  , cioè  fia_ 
il  denominatore  di  più  termini , come  x a*  , fi  tras- 

W +-  fc 

formi  il  termine  , per  efempio , cc  in  un’  altro  , che  con- 
tenga la  lettera  è,  e fia  adunque  avrafll  a*  , 

bb  l’in 

quindi  fi  rifolva  in  due  analogie  , cioè  b y a ::  a , al 
quarto  aa  ’y  b -h-tn  y a a : : a , al  quarto  a * , e fatte  al 

b ^ W *♦“  bm 

folito  le  collruzioni  per  mezzo  de’  triangoli  firaili  ; fi  avrà 
la  linea  , che  è il  valore  dell’incognita  . S’avrebbe  potuto 
egualmente  lafciare  il  termine  cc  nel  denominatore  , c 
trasformare  bb  in  un’altro  , che  aveflTe  contenuta  la  lette- 
ra c,  per  efempio  cn;  c farebbe  Hata  la  frazione  a’  , 

c c-h  c n 

che 
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che  n rifolve  nelle  due  analogie  c,  a ::  a,  aa,  e c-h», 

C 

aa  ::  a,  a’  . Sia  Afrré’c  ; fi  trasformi  nel  denominatore 
c CC+-C» 

il  termine  b * in  aan , c farà  b*c  , che  fi  rifolve  in  tre 

a ’ + aan 

analogie  <»,  b \ Oj  b ::  bb  y a-^-n  , 

a a a a «a 

i ’ e . Se  il  denominatore  fotte  di  tre  termini , fc  ne 
'aan  -t-  a ’ 

dovrebbero  trasformare  due  ; fe  di  quattro , fe  ne  trasfor- 
merebbero tre  ec. , cosi  fc  fotte  fiato  x — b*c  , fi 
. . a* -i~b^  ’-bcc 

avrebbe  fatto  h^  — aan,  e bcc^anpy  e però  farebbo 
*•=  b'c  j che  ifiettamente  fi  rifolverà  in  tre  ana- 
a*'*-aan—aap 

logie;  cioè  a,  b ::  b,  bb\  ayb.’.bb,  b*  j «+■»  — pi 

a • «4  • 

c :‘.b* , b'c  ' . 

aa  a*  +■  aan-~  aap  , 

Non  può  fare  difficoltà  alcuna,  che  il  numeratore 
della  frazione  fia  complettb,  cioè  di  più  termini , poìch^ 
la  frazione  equivale  ad  altrettante , quanti  fono  i termini 
del  numeratore,  di  modo  che  aat.bb  è lo  ficttb,  che 

a'  — c*  ~ ' 

. ]♦-  bb'  ■ y C però  rifol vendo  nel  modo  fpiegato  ciafeu- 

a\—c*  «'  — <:*•  ... 

• ► *•  . ••  • * ’ ♦ - . ^ * • 

O ' ni 
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na  di  qucflc,  la  fomraa , o differenza  ( fecondo  i fegni  ) 
delle  linee  da  elle  efprelTe  ci  darà  la  linea,  che  è il  valore 
dell’incognita. 

90.  Ma  fenza  moltiplicare  le  operazioni  col  ridurre 
la  frazione  di  numeratore  complefTo  a più  frazioni , balle- 
rà ufare  opportunamente  della  trasformazione  de’  termini 
nel  numeratore,  e nel  denominatore  in  quella  guifa  , che 
fi,  è veduto  dover  fi  fare  fin’ ora  nel  denominatore;  e però 
£\3l  x — aa-*- he  fCi  trasformi  il  termine  bc  nel  termine  aw, 

a -f>  ^ 

e farà  la  frazione  aa-t-am  , quindi  a-i-b  , a^-m  ::  a , 

- - - --  , t 

aa-t-am . Sia  aacc  — abef,  fi  faccia  bf  zz am,  e la  frazione 

«4-*  acf  +. 

farà  aacc-^aacm  , cioè  acc-^acm,  e però  f,a::e  , ac  , 

aef^amf  */  / 

e c4-m , e-^m  OC,  acc-  acm» 

T ff  ■ 

Se  però  il  numeratore , c denominatore  della  frazio- 
ne fono  tali , che  fenza  trasformare  termine  alcuno  fi  pof- 
fano  rifolvere  ne'  fuoi  componenti  lineari,  non.fi  dovrà 
far  ufo  della  trasformazione,  che  in  quelli  cali  moltiplis 
cherebbe  le  operazioni  inutilmente . Tali  farebbero  le 
frazioni  aàb  , a»-  abb,  e fimili  ; la  prima  delle  quali 

aù—~cc 

fenz’ altro  fi  rifotve  nelle  due  analogie  a+-c,a\  \ a,  aa  , 
ed  «—  f , i : ; <3-* , ; la  feconda  nelle  due  <r,  awa-^b, 

C «a—  cc 

aa 
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MdM'Ob  , cd  <*  -H  f , <j—  A ::  aa^rahy  a * — ahh  . Anzi  mol- 

e c « c .f.  cc 

tc  volte , fenza  trasformare  l termini,  tornerà  affai  più  co- 
modo fervirfi  dell’  ellrazione  delle  radici  per  rifolvere  nel- 
le analogie  la  frazione  ; cosi  la  frazione  aa-^bc  (i  riiolve 

a 

Bella  analogia  <»,  v^aa^beV,  v^aa-^-bc^  ; lafrazio- 

* _____ 

ne  a*  -i-abb  fi  rifolve  nelle  due  analogie  aa  +•  fc  , 

aa^CQ 

aa-^bb:\,\/ aa->r  hb ^ aa-i-bb,  c ^^aa+•f£•,  gllaa-hbb  ^ 
y^aa^tt  y^aa-h’Ce 

0*  4-  abb . Talora  però  è neceffario  trasformare  ancora.. 

««  4»  e c 

qualche  termine , come  nella  frazione  a*  +■  bhc  , la  quale 

aa-^  te 

non  potrà  rifolverfi  nè  meno  coi  radicali , fe  non  trasfor- 
mando uno  dei  termini  del  numeratore,  per  efempio , bbc 
in  acm , onde  fia  a'  -4-  ao»,  e però  a + c , aV.V aa-¥  cm  ^ 

aa^  et 

o\/ ed  a-uc,  i^aa-i-cW.’.ai^aa-i-  f»i,a*4-af»i . 

«4-f  «4-f  ««— fC 

Si  dica  lo  fieffo  di  frazioni  più  compofie. 

Tra  le  diverfe  afftgnate  maniere,  quale  poi  debba., 
clcgg  rfi  ne*  cali  particolari,  non  fi  può  definire;  fi  do- 
vrà forfè  provarne  più  d’una,  ed  appigliarfi  a quella,  che 
ci  fornifea  una  più  fcmplice  cofiruzione  del  propollo 
problema  . 

pi.  Per  ciò  che  riguarda  poi  il  ritrovare  quelle  linee, 

O 2 che 
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che  vengono  tliTeflc  dai  radicali  ; fia  in  terzo  luogo  il  va- 
lore dell’incognita  un  intiero  radicale  quadratico,  per 
eferapio  a c:  Vah , cioè  medio  proporzionale  fra  la  a , c 
la  h\  prefa  ( Fig.  14.)  AB  — a,  ed  in  diretto  BC—b  » c 
divifa  per  metà  in  H la  comporta  AC,  fi  deferiva  col 
raggio  HC  il  femicircolo  ADC,  q.  dal  punto  B fi  alzi  la 
perpendicolare  BD  terminata  alla  periferia,  farà  il  ret- 
tangolo di  AB  in  BC  eguale  al  quadrato  di  BD;  cioè 

ab  — BDyC  però  ai  —BD  :=  x . Sia  x = k'  2aa  > prefa 

ABzzia,  BC  — a,  farà  BD—x/zaa  ec. 

E fc  la  radicale  forte  di  quantità  compierti  , comeJ 

X — ±ab,  o pure  x — at±  aac  ; fatta  A B nel 

primo  cafo  eguale  a 4a± é,  cioè  alla  fomma  di  4^,  e di 
fc  il  fegno  è pofitivo  , ed  alla  differenza  fe  è negativo  ; q 
nel  fecondo  cafo  fatta  ^B“3ai^'±ac,  e prefa  BCzra, 
fi  deferiva  il  femicircolo  ADC  al  diametro  AC,ed  alzata 
la  perpendicolare  BD,  farà  erta  perpendicolare  nel  pri- 
mo cafo  eguale  alla  1/ /^aa  i^_ab  — x , t nel  fecondo  = 
V^'^aa±^ab^  zac—x. 

Generalmente  fieno  quanti  fi  vogliono  i termini  fot- 
to  il  vincolo , ed  in  qualunque  modo  combinati  coi  fegni, 
fi  cortruirà  Tempre  il  valore  per  mezzo  del  femicircolo  , 
quando  ciafeun  termine  fia  moltiplicato  nella  ftcrta  lettera, 
facendo  l’uno  de’  fegmenti , per  efempio  , CB  eguale  a- 
quella  lettera , e l’altro  fegmento  B A eguale  alla  lemma  , 
o differenza  di  tutti  i termini  per  erta  lettera  divifi , ed  al- 

zan- 
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zando  la  perpendicolare  B D . E’  facile  il  vedere  , che  fe 
la  combinazione  de’  fegni  rcnddle  quantità  ncgitiva  il 
fegmcnto  B A,  farebbe  negativa  la  quantità  folto  il  vinco- 
lo, e però  immaginario  il  valore  dell’incognita  ; tale  fa- 
rebbe x^.v'ab  — ac  y fuppofta  c maggiore  di  b. 

j>2.  Che  fe  ciafeun  termine  non  farà  per  la  flelTa  let- 
tera moltiplicato  , tali  fi  polEono  efli  rendere  trasforman- 
do quelli,  che  non  lo  fono  ; e però  fe  fia  x—U'aa-izhhy 

facciali  hh—arriy  e farà  x~\/ aaìz.amy  eprefa  = w, 

cioè  ~a±.  hh  , e BC—a  , e deferitto  il  fcmicircolo  , farà 


ED—V^aa'iz  bb  — x.  Ifiefiamente,  data  x—Vaa-t-bb  — ccy 
fi  faccia  bb  — atrty  e cc  — atty  e farà  x—\^aa+-am  — an y e_» 

prefa B ~ wi  — » ,eBC?~<7,  faràBDici/ja+-  bb — cc—x. 

93.  Ma  comunque  fieno  i termini  , fenza  fare  muta- 
zione alcuna,  fi  cofiruiranno  fempre  i radicali  quadratici , 
o col  folo  triangolo  rettangolo  , o con  effb , e col  circolo 

aflleme . Sii  x=\^  aa+-  bb , fi  prenda  ( F/g.  15.)  A B = a ^ 
BC~b  perpendicolare  ad  ABy  farà  AC—Vaa-i-bb  — x. 
Sii  x=  laay  futi  A B = a y cBC—ay  farà  A C—  v 2aT; 

fia  Af  = 1^3^^,  fatte  come  prima  le  .^B,  BC  eguali  ad  j , 
cd  alzata  fulla  retta  C la  normale  CDzza^  farà  AD-=z 

W^aa.  Sia  x—  v jaay  fatta  A B = 2a,  BC—Oy  farà  AC~ 

W ^aa  . Sia  x^\^aa-^bb-¥-cCy  fatta  AB  — ayB  C—b  , e_. 
normale  ià  ABy  fulla  AC  alzi  la  perpendicolare  CD  — Cy 

€ 
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e farà  Tipotcnufa  AD—\/'aa+-bb-*-cc—Xf  idcffamente  fi 

proceda  fe  la  quantità  fofTe  più  comporta . SuAr  = i/<ja+-é>c; 
quando  non  fi  trasformi  il  termine  bc  nel  modo  detto  di 
fopra,  prefa  (F/g.  i5,)  BC—b^  BD  — Cy  fui  dia- 

metro CD  fi  dclcriva  il  femicircolo  CED  , la  ordinata 

BE  farà  = Kic  , e tirando  la  ipotenufa  , farà  erta 
eguale  alla  x.  Sia  x — i/' a:i bc +- ee , iallì 

ylE  Ci  tiri  la  normale  E M-e^^  farà  AM^  U'aa-t-bc-h  te 

— X.  Sia  X — l^aa  -t-  bc  -h  cc ,pveCìBC—b  -¥-c,BDzzCf 

farà  BE  — i^bc-t-cCiCd  A E:=  ^ aa bc  +•  cc . Se  più  faran- 
no i termini,  crefeeranno  le  operazioni,  ma  non  le  diffi- 
coltà. Sia  x — i^aa  — bb  ; al  diametro  AB  — a{  Fig.  17.  ) 
fi  deferiva  il  femicircolo  ACB,  a cui  fi  inferiva  la  corda». 

AC  = bf  farà,  per  l'angolo  retto  ACBy  BC=.  u'aj — bb  . 
Sia  x—i^aa — bb-hbh,  fi  produca  AC  in  Min  modo, 
che  Cu  CM—h  yC  condotta  B Af,  farà  erta  = k'j^  — bb-t-bh 

— X.  Sia  xzzi^aa  — bb — M,  nel  femicircolo  y^CB  fi  in- 
feri va  la  corda  A bb  +■  bb  y Civk  B C—  1/  aa  — hb  — bb . 

Sia  x—i/’aa — bc  yO  pure  x — U'aa  — bc — cc;  prefa  (F/5. 1 8.) 
AB  — b nel  primo  cafo,  ed—b-t-e  nel  lecondo  , e AD 
in  diretto  ~Cy  AH—Oy  fi  deferivano  coi  diametri  BD, 
AH  i due  femicircoli  BCD,  AF.Hy  la  ordinata  ACCark 

—i^bc  nel  primo  cafo,  ed  — V' bc  +■  a nel  fecondo,  e perù 

prefa 
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prefa  A'EzzAC,  e condotta  la  corda  EH,  farà  efTa:= 
aa — bc  nel  primo  cafo , ed  = Kaj — bc  — ce  nel  fecondo . 

Che  fe  folle  x~  [/“aa  — bc-^ee^  fatta  AB  — b^  AD  — Cj 
e prefa  in  oltre  CFzze  normale  ad  AC,  farà  AF  — 

Vbc-^  ee,  quindi  fatta  AI— AF,  farà  IH—i^aa-^bc  — ee , 
Sia  X—  ]/ a* +-b* , cioè  x—  ^ i^a*-t~b*,  fi  trasformi 


il  fecondo  termine  b*  in  aatnm,  e farà  x—  j i^a*+-  aamin, 
c levando  dal  fecondo  radicale  il  quadrato  aa  , farà  x — 

]/ a U'aa-i-  mm ; fi  faccia  ( Fig.  19.)  AB  — a,  BC  normale 

eguale  ad  m , farà  ACzz^aa-hmm  . Prodotta  CA  in  H 
di  modo , che  ^laAM—AB—a,  fui  diametro  H C fi  deferi- 
va il  femicircolo  HOC,  e condotta  dal  punto  ^ la  perpendi- 

/ 

colare  ADa\  diametro , farà  ella  A D—Y  a aa-^  tnm  —x. 

I cafi  più  compolli  fi  ridurranno  fenza  fatica  alli  già 
fpiegati . Nulla  aggiungo  intorno  alle  frazioni  compolle 
di  quantità  razionali  , e di  radicali , poiché  niente  altro 
efiggono  , fe  non  la  combinazione  delle  date  regole  per 
quelle  , e per  quelle  . 

94.  Per  la  collruzione  delle  equazioni  di  quadratica 
affetta, che  fono  le  più  alte,  che  da  me  fi  trattino  in  que- 
llo Capo,  ó fuppofia  neceffaria  la  rifoluzione  loro,  ed  ó af- 
fegnatc  le  regole  , affinchè  fi  abbiano  i valori  dell’incognita 
da  collruirfi  nelle  maniere  poco  fa  infegnatc  . Non  è però 
neceffiiria  quella  previa  rifoluzione,  c fenza  dielfa  li  polfono 
collruire  nel  feguentc  modo.  Tutte 
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Tutte  le  infinite  equazioni  di  quadratica  affetta  ven- 
gono cfprcffe  dalla  formola  i ± = o , cioè  dalle 

quattro  , che  nafcono  dalle  quattro  diverfe  combinazioni 
de*  fegni, 

I.  xx-\~ax — bb —o 
• 2.  XX — ax  — bb-=.o 

3.  XX  +-  ax  -h  bb  zzo 

4.  XX  — ax  -i-  bb  zzo 

intendendo  che  la  lettera  a efprima  tutte  le  quantità , che 
formano  il  coefficiente  del  fecondo  termine,  c ^ la  radi- 
ce quadrata  del  complcffo  di  tutti  i termini  cogniti . 
Adunque  per  cofiruire  le  due, prima, e feconda:  fi  prenda 
( Fig.  20.)  CA  — k a,  AB  in  angolo  retto,  ed  eguale  a 
col  raggio  CA  fi  deferiva  il  circolo  AED  y c dal  punto 
B fi  tiri  la  retta  B D terminata  alla  periferia  in  D , la_. 
quale  paflì  per  lo  centro  C;  farà  J5£  il  valore  pofitivo 
dell’incognita,  cioè  la  radice  vera,  o fia pofitiva dell* equa- 
zione xx-t-ax  — bb—Oy  c BD  farà  la  falla  o negativa-  ; 
ficcome  all’oppofio  farà  B D la  vera,  c B£  la  falfa  dell’ 
equazione  xx — ax — bb  zzo  . Ed  in  fatti  rifolvcndo  le 

due  equazioni,  fono  effe  A'- — y^^+-bby  ed  x—a±. 

» 4 % 

i/aa  +■  bby  e per  la  cofiruzione  offendo  C Az:CE  — CD— 

4 

ayAB-byhi'àCBzz^aj^^bbyt^ttbBE—y/aji-^bb  — a, 

i 4 4 X 

valore  pofitivo  della  incognita  nella  prima  equazione,  c- 

BD 
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jB  D prefa  negativa  = — a — ^ aa+-bb  , valore  negativo . 

» 4 

Così  farà  BD  prefa  pofitiva  — a '■i-  aa-\-bb^  valore  pofi- 

» 4 

rivo  dell'incognita  nella  feconda  equazione,  e per  eflerc_. 
CB  maggiore  di  C£,  farà  E B negativa  = a +■ 

valore  negativo . 

La  terza,  e quarta  formola  fi  coftruirà  così . Prefa 
( Ffg.  21.  ) ed  yiB  ia  angolo  retto  = b , come 

nelle  collruzioni  fuperiori,  c deferitto  col  raggio  CA  il 
femicircolo  ADH^  fi  conduca  B D parallela  ad  , le 
due  rette  BE,  BD  faranno  i due  valori,  cioè  le  due  radici 
negative  dell'  equazione  xx  -t-ax  bb  — o ^ e le  due  pofiti ve 
dell'equazione  xx  — ax  +-  bb—o . Imperciocché,  rifolven- 

doleequazioni,  cidaràlaterza  — a ±.  ^ aa — bb  y q Is. 

* 4 

quarta  x=a±:  ^ ora  condotte  le  rette  CD,  CE,c 


C / perpendicolare  a BD , farà  ID~IE—^  aa  — , c però 


BE  negativa  = — y/  oa — , valore  negativo  dcll'in- 

* 4 

cognita  nella  terza  equazione,  per  clTer  B 7 maggiore  di  lE; 
cfaià  BD  prefa  negativa  = — a — ^ aj — bb  y altro  valore 

» 4 

negativo  della  fteflà  terza  equazione.  All'oppofiofaràBDpo- 

fìtiva 
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fitiva  = ^ 4-  — W»,  e BEpofitiva=:-j(j — ^ aa  — hb^ 

* 4 4 

ambi  i valori  pofitivi  dell’  incognita  nella  quarta  equa- 
zione . 

Adunque  per  coflruire  una  qualunque  equazione  di 
quadratica  affetta,  baflerà  affuniere  il  raggio  CA  eguale 
alla  metà  del  coefficiente  del  fecondo  termine,  c la  tan- 
gente Ah  eguale  alla  radice  quadrata  dell’ ultimo  termine, 
ed  il  rimanente,  come  nell’ima,  o nell’altra  delle  duo 
figure  , fecondo  che  farà  pofitivo  , o negativo  l’ultimo 
termine;  quindi  per  coflruire , perefempio,  l’equazione 
A'.v  4-  -7Ar  — bx  — <7.1 4-  cc  ~o , fi  faccia  C—s  — &,edzf  B = 

X 

v'.7.7  — CC  nella  prima  delle  due  figure  , fe  a è maggiore 

di  c ; cd  Ah—\''cc — aa  nella  feconda,  fe  a è minore 
di  £■•  Da  quello  efempio  li  vede,  come  debbafi  operare  in 
tutti  gl’ altri  . 

Può  darfi  il  cafo,  che  nella  coflruzioiic  della  Fi^.  21. 
la  retta  ED  non  tagli,  ma  tocchi  il  circolo  ADH\  o che 
nè  lo  tagli, nò  lo  tocchi;  lo  toccherà  quando  fia  AC—AB^ 

cioè  cd  i due  valori  dell’incognita  dell’equazione 

BE,BD  faranno  eguali,  l’uno  }-)ofitivo  , e l’altro  ne- 
gativo; non  lo  toccherà,  nè  lo  taglierà  quando  fia  BA 
maggiore  di  AC,  cioè  b maggiore  di  -a,  e l’incognita-. 

non  avrà  valori,  cioè  faranno  immaginari;  c ciò  confron- 
ta pure  colla  rifoluzione  analitica , imperciocché  quan- 
do 
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do  Cii'Tazibt  farà  — W = o,  e però  i due  valori 

4 

yaa-^bb^x—j^*-^M^bb  faranno  x—-‘a, 

» 4 » 4 * 

Af  = a , c quando  ila  a minore  di  b , farà  y aa—bb  quan- 

*•  * 4 • 

tità  immaginaria,  c però  immaginar]  i due  valori  dell'in- 
cognita . 

95.  In  quelle  corruzioni  è flato  neccflàrio  ritrovare 
la  radice  quadrata  deirultinK)  termine  dell'equazione  « la 
quale  ci  fornifce  la  tangente  .-fB  del  circolo.  Se  però  eflb 
ultimo  termine  fia,  o voglia  renderfi  ( il  chè  è in  noflra 
mano  ) eguale  ad  un  retungolo , potranno  coflruirfì  an- 
che in  quell*  altra  maniera  le  quattro  formolo  : 

I.  XM  ax  — bcz^o 

a.  XX  ax  — bc  — o 

3.  xjf  + ax-^  bc  —Q 

4.  XX ~-ax-^  bezzo 

Si  deferiva  il  circolo  BAD  {Fig,  it.)  di  un  qualun- 
que diametro  , purché  eflb  non  fia  minore  nè  di  j , nè  di 
t—r,  ( fuppongo  b maggiore  di  c , cioè  per  b intendo  il 
lato  maggiore  , e per  c il  lato  minore  del  rettangolo  dato) 
da  un  qualunque  punto  A nella  periferia  fi  inferivano  nel 
circolo  le  due  corde  AB—Oy  ADzLb—  c y e fi  produca-, 
quella  in  F,  onde  fia  DF=c;  col  centro  Cdel  primo  dr- 
colo,  c col  raggio  CFfi  deferiva  il  fecondo  FGH,  cho 
taglierà  in  F,  £,  G,  H le  corde  A AB  prolungate.,  ; 

F a ciò 
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ciò  fatto  , farà  A G la  radice  vera  , o fia  pofitlva  , cioè  il 
valore  pofitivo  , cd  A H il  negativo  per  l’equazione  xx  -*■ 
ax—bc=o;'td  all’oppolìo  AG  farà  il  negativo  , ed  H 
il  pofitivo  per  l’equazione  xx  — ax  —bc  — O. 

Per  vedere  quella  verità  bifogna  fupporre  due  pro- 
prietà del  circolo  , che  da’  Geometri  fi  dimoflrano  , cioè 
che  le  rette  EA,DF  fono  eguali  tra  loro  , ficcome  trà_. 
loro  le  due  GA,  BH,  e che  fono  eguali  i rettangoli 
EAXAFyC  GAXAH . Supporti  quelli  due  Teoremi,  fi 
divida  BA  per  metà  in  Af,  per  la  fella  del  fecondo  d’Eu- 
clidc  , farà  il  quadrato  di  MG  eguale  al  quadrato  di  MA 
con  il  rettangolo  di  BG  X GAy  cioè  dì  HAXAGy  cioè  di 
FAXA  E;  ma  il  quadrato  di  MAy  per  la  collruzione,  è = 
aa  y ed  il  rettangolo  di  FA  h — bc  y adunque  farà 

4 

MG— yaa  -*-bCy  e però  AG  — ’-a+-  \/'aa  4-  bcy  valore  pofi- 
4 14 

rivo,  ma  AH—a-^-yaa-i-bc  , quindi  AH  negativa^  — . 

» T * 

yaa  -^bcy  altro  valore  che  è negativo  ; l’uno  e l’altro  ap- 

4 

punto,  come  nafeono  dalla  rifjluzione  della  prima  equa- 
zione . Per  la  ftelTa  ragione  AG  negativa  faràz:  j—  \/aa+-  bCy 

» 4 

cd  AH  pofitiva  —a-*-yaa+-  bcy  che  fono  i valori  della-* 
» 4 

incognita  nella  feconda  equazione  . 

Rif- 
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Rifpetto  alla  ter/a  , e quarta  equazione  ; defcritco  un 
circolo  qualunque  RADy  {Fig.  23.  ) col  diametro  non  mi- 
nore di  a , nè  di  +-  c , s’inferivano  in  elTo  due  corde  da 
un  qualunque  punto  A della  periferia  , cioè  ARtia^ 
AD~b+  Cy  e fatta  DF—Cy  col  centro  C del  primo  cir- 
colo y e col  raggio  CF  fi  deferiva  l’altro  circolo  GHFy  che 
taglierà  le  due  corde  ARy  AD  nei  punti  G,  H,  F,  £ ; 
ciò  fatto  , faranno  AGy  AH  i due  valori  negativi  della^ 
terza  equazione , ed  i due  pofitivi  della  quarta  ; imper- 
ciocché divifa  R A per  metà  in  My  farà,  per  la  fella  del  fe- 
condo libro  d’Euclide , MA  quadrato  eguale  al  rettangolo 
di  HAXAGy  cioè  di  RGXGAy  cioè  di  DEXFAyCon  di 

più  il  quadrato  di  MG;  adunque  farà  aa  ~ bc  -i-  MG  y cioè 

4 

MG  — v^aa^bcy  e però  —MA-^MGy  cioè  GA  negativa 

4 

farà  = — £_-f  Vaa  — e - MG  — MR , cioè  G R negativa 

* 4 

farà  = — a — , ambi  valori  negativi  dell’ inco- 

i 4 

gnita  nella  terza  equazione.  Similmente  MG-^  MR,cioè 

a + v^aa  — bc  farà  GR  pofiiiva  , ed  MA  — MG  , cioè 

^ — 

» 4 

a ^i^aa-^bc  farà  AG  poUtiva  , ambi  valori  pofitivi  dell’ 

^ I — 

» 4 

incognita  nella  quarta  equazione  . 

E’  chiaro,  e per  la  collruzione  della  Figura  vigefima 

terza. 
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terza  , e per  la  rifoluzione  della  terza  , e quarta  equazio- 
ne , che  quando  fia  bc  — aa^  il  circolo  HGEF  toccherà 

4 

la  retta  làranno  eguali  i due  valori  ; e k be  farà 

maggiore  di  , nè  la  toccherà,  nè  la  taglierà , e faranno 

4 

i due  valori  immaginar] . 

Vedute  quanto  può  badare  le  regole  principali , paf- 
ferò  a farne  ufo  nella  foluzione  de'  Problemi , e però  fia 

PROBLEMA  L 

Sia  una  certa  fomma  di  foldi  da  diflribuirfi  <t-. 
certi  faveri  y ed  il  numero  de'  foldi  fia  tale  y ebe  per  dame 
tre  a ciafcun  povero  ne  manchino  otto  , e dandone  dut^  , 
ne  avvanzino  tre  \ fi  cerca  il  numero  de'  poveri  y e de’ 
foldi . 

Si  chiami  il  numero  de'poveri  =*•,  adunque  poiché  il 
numero  de’ foldi  è tale  , che  per  darne  tre  a ciafcheduno 
ne  mancano  otto , farà  il  numero  de*  foldi  3*  — 8 ; ma_ 
dandone  due , ne  avvanzano  tre , farà  adunque  pure  = 
zx  +■  3,  c però  farà  l’equaaone  3^  — 8 = iAf-f  3,  cioè 
AT  = Il  . Pertanto  undtci  faranno  i poveri  , e perchè 
3;?  — 8 , o pure  2:c4-  3 è il  numero  de’  foldi , follituito 
l’undeci  in  luogo  della  a?,  farà  elio  numero  de’ foldi  = 25 . 


PRO- 
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PROBLEMA  IL 

5^7.  Date  le  velocità  di  due  mobili ^ la  diftanza  loro^ 
e la  differenza  del  tempo  , in  cui  principiano  a moverfi 
[opra  una  retta  linea  , ff  dimanda  il  punto  nella  linea  » 
‘ ed  il  tempo  , in  cui  fi  raggiungeranno  . 

Sia  iFig.  24.)  m A il  primo  mobile  , la  di  cui  velo- 
cità fia  tale  , che  deferiva  uno  fpazio  c nel  tempo  f ; fia_. 
B il  fecondo  mobile  con  una  velocità  tale  , per  cui  deferi- 
va lo  fpazio  d nel  tempo  g , la  differenza  del  tempo  , in— 
cui  principiano  a moverfi  ila  Zr , e la  diftanza  AB  £ue  . 
Si  muovano  eflt  in  primo  luogo  verfo  la  (leda  parte  , e (l 
raggiungano  in  D , chiamata  adunque  AD  — x , farà 
BD  — x — e.  Peravere  l'equazione  fi  confideri , che  ef- 
fendo  data  la  differenza  del  tempo  dal  principio  del  moto 
del  mobile  A , c.  del  mobile  JB  , fe  ritroveraffi  il  tempo  , 
che  impiega  il  mobile  Aftd  il  tempo,  che  impiega  il  mo- 
bile B,  e che  al  tempo  minore  , cioè  a quello  del  mobile, 
che  per  fecondo  fi  muove  , fi  aggiunga  la  data  differenza, 
dovranno  indi  quelli  tempi  effer  eguali  ; e però  con  la- 
regola  delle  proporzioni  fi  dica  : fe  il  mobile  A fa  lo  fpa- 
zio e nel  tempo/,  in  che  tempo  dovrà  deferivere  lo  fpa- 
zio X ? cioè  f , f : : a:,  al  quarto , c farà  effo  = /x  ; fimil- 

» f 

mente:  fe  il  mobile  B deferive  lo  fpazio  d nel  tempo  g , 
lo  fpazio  a:— f in  che  tempo  lo  deferiverà  ? cioè^l,^  :-: 

■X 
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A’  — al  quarto  — g? , è adunque  il  tempo  del  mobile 

d 

=/at,  ed  il  tempo  del  mobile  B—gx—ge , e la  loro 

c"  d 

differenza  h , c però  fc  il  mobile  A principia  a muoverli 
dopo  il  mobile  B , farà  fx-^b:=.gx~-ge,  e riduccndo  al 

C d 

comun  denominatore  ^fdx-i-cbi—cgx—  cge,  cioè  cgx  — 
fdx  = cbd  +-ceg,  e dividendo  per  cg~-fd  , x — cbd  4-  ceg . 

cg~.fd 

Se  il  mobile  A fi  muova  prima  del  mobile  B , farà  fx-=. 

C 

b -i-  gx  ^ ge  riducendo  al  comune  denominatore,  fdx  — 

d 

cdb  +-  cgx  — ceg  , cioè  cgx  — fdx  — ceg  — cdb,  e dividendo 
per  cg^fii  X = ceg  — cdb  . Soflituendo  neirefprclfione_. 
~ég—fd~ 

del  tempo  totale, /a:  + nel  primo  cafo  , ed  fx  nel  fecon- 

~c~  c 

do  , in  luogo  della  at  il  rifpettivo  valore  ritrovato,  averalfi 
cffo  tempo  , che  fi  cerca  . 

Applicherò  le  formolo  a qualche  efempio  . Abbia  il 
mobile  A la  velocità  di  fare  p miglia  in  un’  ora  , il  mobile 
B di  farne  15  in  due  ore  , e fieno  lontani  l’uno  dall’altro 
18  miglia  i e B cominci  a muoverfi  un’  ora  prima  di  A ; 
farà  adunque  b-\,f- iiC^9fg=^yd=zi^,e  — i8, 
e però  = i53*  Sollituito  quello  valore  in_ 

18  — . 15 

luogo  di  A- , e gli  altri  nell'efprcffione  ^4-  b del  tempo  , 

C 

farà 
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farà  eflb  =:  i8.  Adunque  fi  raggiungeranno  idue  mobili 
in  difianza  dal  punto  di  153  miglia  , dopo  18  ore  dal 
principio  del  moto  . ' 

Abbia  il  mobile  A la  velocità  di  fare  quattro  miglia_. 
in  un'ora  , il  mobile  B di  farne  cinque  pure  in  un’  ora.., 
e fieno  lontani  uno  dall’  altro  6 miglia  ^ ed  A cominci  a 
muoverfi  due  ore  prima  di  B , farà  dunque  fzz  i , 

r = 4,  drz^^e—6  . Prefa  la  formola  del  fecondo 

cafo  , farà  24— 40,  cioè  x = itf  ; e follituito  quello 
“4— r 

valore  della  x cogli  altri  nella  efprelTione  del  tempo  /x, 

C 

farà  efib  = 4 . Adunque  fi  raggiungeranno  i due  mobili 
^ £ in  difianza  dal  punto  A di  fedici  miglia  dopo  quat- 
tro ore  dal  principio  del  moto . 

Ma  fe  i due  mobili  fi  vengano  incontro;  fi  unifeano, 
per  efempio  , nel  punto  M\  adunque  chiamala  AM~x  , 
e ritenute  le  denominazioni , come  fopra  , fi  varierà  la_. 
fola  B Af,  che  farà  = e— .x,  ed  in  confeguenza  il  tempo 
del  mobile  B per  correre  lo  fpazio  B Af,  che  farà  ^e  — gx. 

~d  ■ 

Quindi  fe  A principia  il  moto  dopo  del  mobile  B , farà 
fx-^h  zzgr-^gxy  e fe  comincia  il  moto  prima , farà/x  r= 

€ d e 

h ge  — gxy  le  quali  equazioni  fono,  la  prima /rfx  ■+  cdb~ 

T 

ege  — cgx  ,cioc  x — ege^  cdbyl^  feconda  fdx—cdb  +■  rge  — . 
cg-hfd 

Cgx , cioè  X = ege  +■  cdb  . 

~~fd'-i^cY~  Q Abbia 
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Abbia  il  mobile  A la  velocità  capace  di  fare  fette  mi- 
glia in  due  ore  , il  mobile  B di  farne  otto  in  tre  ore  , e_> 
fieno  lontani  l’uno  dall’altro  cinquanta  nove  miglia  , ed  ^ 
fi  muova  un’  ora  prima  di  B , farà  adunque  h = i ff— 
f = = d = 8,  e = 59,  e però  prefa  la  feconda  for- 

inola x=cge+~  cdb , e foftituiti  i valori , farà  x = 1239  a- 

cg-^fd~ 

cioè  x — iJ.  S’incontreranno  adunque  i due  mobili  in  di- 
fianza  dal  punto  ^4  di  35  miglia  dopo  dicci  ore  dal  prin- 
cipio del  moto  , come  fi  vedrà  fortituendo  nell’efprelllo- 
ne  del  tempo  totale, /jf,  il  valore  ritrovato  della  x , ed  i 

c 

valori  di/,  c di  f. 

PROBLEMA  III. 

98.  Data  ìa  majfa  della  Corona  del  Re  Jerone 
(Foro,  e tF argento y e data  la  gravità  fpe tifica  delF  oro, 
deir  argento , e della  Corona , fi  dimanda  la  quantità  delF 
uno  , e deir  altro  metallo  . 

Sia  la  raaffa  dcUa  corona  la  gravità  fpecifica 

dell’oro  a quella  dell’ argento, come  19  a io  T;  ed  alla 
fpecifica  della  corona,  come  19  a 17 . Si  chiami  x la  quan- 
tità dell’oro,  eh’ è nella  corona,  c però  m — x farà  quella 
dell’argento  . La  malta  divifa  per  la  denfità,  o gravita 
fpecifica  s’ eguaglia  al  volume  di  un  Corpo  , dunque  il 
volume  della  corona  farà_^,  quello  dell’ oro  quello 

17  >9 

deU’ 
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dell'argento  w- X ; ma  il  volume  della  corona  è egua- 


le ai  due  volumi  dell’oro,  e deU’argento,  che  la  com- 
pongono; dunque  fi  avrà  l'equazione  m~ x — x , 


cioè  , ordinandola  , 19—  10 •fX»  = 17—  io  ^ X>»  , €-* 

ipXioT*  17X10T 

però  y = g-7-X  ipw»  f o fia  y—  igow  . Quindi  polla-.  » 
8 :-Xi7 

per  efempio , la  nialTa  della  corona  di  cinque  libbre , farà 
la  quantità  dell'oro  libbre  4c<S5,  quella  dell’argento  lib- 

bre  II?. 


12.4 


PROBLEMA  IV. 

99.  Se  due  pefi  fieno  tali  , che  levando  dal  primo 
una  libbra  , il  reflo  fia  eguale  al  fecondo  accrefeiuto  di 
quefla  libbra  ; ed  aggiunta  una  libbra  al  primo  , e tolta 
dal  fecondo  , fia  la  fomma  doppia  del  fecondo  diminuito  di 
^efta  libbra  , fi  ricercano  i pefi  . 

Si  chiami  il  primo  pefo  =y  , il  fecondo  -y  , farà 
adunque  x—  i—y  +-t  « per  la  prima  condizione  , e_. 
X 4-  I —,y^  I > per  la  feconda  . Dalla  prima  li  ricavi  il  va- 

l 

lore  y'Z.x—ay  il  quale  foflituito  nella  feconda  da- 

Q 2 rà 
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rà  x-h  t = 3 , e però  at-h  i =:  2x^6  , cioè  xZZJ  , 

ed  in  confeguenza  y—^. 

PROBLEMA  V. 

100.  Nel  dato  circolo  DCM  ( Fìg.  2J.)  data  la  intercetta 
AB  fra  il  centro  , e la  MB  condotta  dall’  eflremità  del 
diametro  DM  perpendicolare  ad  AC,  fi  cerca  nella  tan- 
gente MO  il  punto  0 , onde  fia  il  rettangolo  di  OM  in^ 
M B eguale  al  rettangolo  di  D M in  AB. 

Si  chiami  AB~h,  AM—a,  MOzzx , farà  MB  — 
u'aa  ^ bb  , e per  la  condizione  del  problema-.  , 

xV aa  — bb—2ab , cioè  x—  2ab  . 

—bb 

« 

Dal  punto  D fi  tiri  DO  parallela  2 BM^  faranno 
fimili  i triangoli  MBA,  DM0,  e però  MB,  BAv.DM, 

MO;  cioè  i^aa  — bb,  bV.ia,  MO—  2ah  —x. 

V^aa  — tb 

PROBLEMA  VI. 

101.  Dato  un  rettangolo  , ( Fig.  26.)  fi  cerca  uiù. 
parallelo- grammo  » i di  cui  lati  fieno  mùltipli  in  data  ra- 
gione dei  lati  del  dato  rettangolo,  e Varca  fubmultipla. 

Sia  ABCD  il  dato  rettangolo,  AB— a , BC—b, 
e però  l’area  =ab.  Il  parallelo- grammo,  che  fi  cerca, 
fia  BFHG,  il  di  cui  lato-BP  debba  cflere  ad  AB  , co- 
me 
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me  n ad  r , e però  BF—  an  ; il  lato  BG  debba  eflere 

♦ 

a BCy  come  r»  ad  e però  BG—bm;  c finalmente  l’area 

« 

BFHG  debba  clTcrc  al  dato  rettangolo  come  e ad  r.‘ 
Chiamifi  BL=x,e  però  condotta  FL  normale  a BG,  farà 

,FL-^  aann— at  , adu  nque  il  parallelo  - grammo  BFHG, 

00 


cioè  FL  X BG  farà  amn — xx , il  qnale,  poiché 

0 00 

deve  eOcrc  al  rettangolo  AB  CD,  come  e ad  r,  ci  darà 

I at^ogia  btn  y^a<w»  — — jf» , abi\e,r\  e Tequazione-» 

0 00 

aann — xx  =.ab.  Liberando  dal  radicale,  farà  a tnn  — 
*•  i »*  ~1T 

xxzzaat*,  cioè  xx—aana — aae* ^ e cavando  la  radice  , 

wwirr  00  Mfwrr 


aann — aae^ 


tmnrr 


Nel  lato  BAH  prenda  Bl-  aee  , ed  JM—  an  , e col 


centro  I,  c raggio  /Affi  deferiva  il  femicircolo  MLP',  farà 
r ordinata  BL=  1/ aann — ■*=*?, e dalpunto  L alzando 

00  mmrr 


la  perpendicolare  LFzzBI,e  condotu  BF,fi  prenda  BG=: 
bm,  e compito  il  parallelo -grammo  BHFG , farà  cflb 

0 

—BGX  cioè  al  rettangolo  B ADC—  ab,  co- 


me 
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I 2.6 

me  p ad  r ; ed  il  lato  B F farà  = FzzMf  le  quali 

' , « 

cole  appunto  fi  dovevano  fare  • 

L’  efirazione  della  radice  à portata  l'ambiguità  de*  fe- 
gni,  c però  due  valori  dell’ incognita,  ed  in  conlbguenza 
due  foluzioni  del  problema  ; ma  è facile  il  vedere,  che  quelli 
due  valori  fono  gli  fielTi,  nè  richiedefi  altro  per  il  valore  nega- 
tivo , fe  non  che  fi  faccia  la  fleiTa  cofiruzione  dalla  parte  di  B 
vcrfo  C. 

PROBLEMA  VII.  ' ' - 

102.  Infcri'jere  un  Cubo  in  unì  data  Sfera  • 

Sia  KQEP  ( Fig.  27.  ) il  circolo  mafTimo  della  sfera , A 
il  centro,  ./^Tilraggio  = a,  AR  la  metà  dell’altezza,  o fia. 
del  lato  del  cubo  infcritto,  c però  facciafi  ^ R = a?  . Per  lo  pun- 
to R s’ intenda  pafiare  un  piano  normale  ad  .^T,  ladi  cui  co- 
mune fezione  colla  sfera  farà  il  circolo  Q iV5K  FO , ed  il  qua- 
drato in  quefto  circolo  infcritto  farà  una  faccia , o fia  un  piano 
del  parallelepipedo  infcritto  alla  sfera;  ma  perchè  il  parallele- 
pipedo deve  efiere  un  cubo,  converrà  adunque,  che  fia  G R = 
N 0,0  fia  R = RI=  f O,  e che  in  oltre  i piani,  da’  quali 
è chiufo , fieno  tra  loro  in  angolo  retto . Nel  circolo  KPEC> 

farà r ordinata KR-RQ  = ^ '’a  — xx ,eprehRl=RA  = )e^ 
favàK/=i^aa  — xx^  Xtcdl!2  = i^aa  — a:a:  — Ar,enel cir- 
colo NKOQ  l’ordinata  10  — \^KIX  aa — zxx  ; adunque 

farà  l’equazione  i^aa—2xx  = .v,  c pelò  aa-^xx  ^ cd  .v  - 
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metro  CV  fi  deferiva  il  femicircolo  CKV\  il  punto  R,  in 
cui  egli  tagLa  il  raggio  AT , farà  il  punto  ricercato  , o 
farà  AR  — \^aa  metà  del  lato  del  cubo  , dalla  parte  di  T 

i 

prefo  il  valore  pofitivo  , e dalla  parte  di  Z prefo  il  nega- 
tivo ; quindi  prefa  AG—AR,c^tx  i punti  R,  G tagliata 
la  sfera  con  due  piani  normali  ad  R G , e prefa  RH^ 
RIz:RAy  e per  i punti  / , H tagliata  la  sfera  con  due^ 
altri  piani  normali  ad  H/ , e con  altri  due  per  S N , FO 
normali  ad  NO  , farà  infcritto  il  cubo  . Imperciocché  per 
la  coftruzione  , come  è chiaro  , i piani  fono  tra  loro  nor- 
mali, ed  ellendo  AR'^RI—V^aay  farà,  per  la  proprietà 

j 

del  circolo  KQEP,  l’ordinata  RQ  — i^iaa,  e però  IQz: 

ed  IO  —U'KlXICl  — v^My  ed  in  confeguen- 
3 1 } 

za  tutti  i Iati  eguali  ; il  che  ec.  ' 

Dalla  coftruzione  di  quello  problema  ne  nafee  una_. 
alDU  femplicc  dimollrazionc  fintetica  . Poiché  AV  h.  la— 
terza  parte  del  raggio  ACy  farà  il  rettangolo  CAVy  cioè 
il  quadrato  di  R , la  terza  parte  del  quadrato  del  raggio, 
c perchè  AR  — RIy  fe  dal  centro  A della  sfera  fi  tirerà 
una  retta  AI  2X  punto  7 , farà  il  quadrato  dì  AI  doppio 
del  quadrato  di  ^ R , cioè  due  terze  parti  del  quadrato  del 
raggio,  e fc  dallo  fteflb  centro  A intenderaffi  condotto  un 
raggio  AOy  farà  il-  quadrato  IO  eguale  al  quadrato  .40 
meno  il  quadrato  AI y cioè  eguale  al  quadrato  del  raggio 

meno 
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meno  due  terze  parti  di  eflb  quadrato  , e però  eguale  ad 
una  terza  parte  del  quadrato  del  raggio , ed  in  confeguen- 
zi  IO  eguale  ad  ec. 

PROBLEMA  Vili. 

103.  Dati  i due  circoli  concentrici  AGO  ^ BDtì, 
( F/r.  28.  ) condurre  dal  punto  0 una  corda  tale , che  ftcu. 
OM^DC, 

Sia  OC  la  corda  cercata  , e fia  Fil  centro , FH—a^ 
FO—by  ed  abballata  la  perpendicolare  ME  ad  y^O,  fla_ 

FE  — Xf  adunque  EM  — Vaa  — xx^  EO  zzb^Xy  e però 

OM  — \^aa  — 2bx -+  bb . Dal  punto  C fi  conduca  CA  all* 
cfireraità  del  raggio  FA  ; faranno  fintili  i due  triangoli 

OEMy OCAy e farà OMyOEwOA ,00, cioè v^aa  — ibx^ ib^ 
h - XX’.  ihy  OCz^  2W_— _2^,  ma  per  la  trcntcfima  fella 

— ibx  + tb 

del  terzo  d’ Euclide  è D0\0 M—BO'A.OHy  e però 
DOy  BO  ::  OH,  OM,  ciocDO  = a+  bXb^a,ed  in  con- 

U'aa  Ux  ib 

feguenza  CD  = CO  — DO=bb~'  zbx-h  ag  — x/'bb^zbx+-  aa, 

- — xbx  +-  bb 

ma  per  la  condizione  del  problema  deve  elTcre  OM—CD^ 

dunque  farà  v^bb  — zbx  ^-aa  —i^bb  — zbx  -t-  aa  y equazione 
identica  , onde  fi  ricava  , che  dovunque  fi  tiri  dai  punto 
0 la  corda  OC,  farà  fempre  OM=CO;  il  che  fi  conofce 

vero 


Digilized  by  Google 


ANALITICHE.;  . 129 

vero  anche  conducendo  dal  centro  F la  perpendicolare 
FL  ad  una  qualunque  corda  OC;  imperciocché. eflendo 
F il  centro  dell’uno  e dell’altro  circolo,  la  retta  FL  ta-r 
glierà  per  metà  tanto  DM,  quanto  CO,c  per^. le  dallo 
eguali  L C,  L 0 fi  leveranno  le  eguali  LD^L  Af , riman- 
gono eguali  le  CD  , MO, 

PROBLEMA  IX. 

104.  Data  la  retta  indefinita  NZ  ( Fig.  2p.  ),  e dati 
in  effa  tre  punti  N , A , K , y?  ricerca  il  quarto  M tale  , 
che  N M terza  proporzionale  di  N K,  A M . 

. Poiché  fono  dati  i tre  punti  N,  A,  K,  fia  NA  — a, 
NKzzb,  e chiamata  A M—x  , farà  N M—a  x , adunque 
per  la  condizione  del  problema  avremo  b,  x'.i  x ,a  Xy 

c ridotta  l’analogia  in  equazione,  xx—  ab-*-  bx  , o fia_. 
XX  — bx~ab  y che  è una  quadratica  affetta  . Si  aggiunga-, 
perciò  all’uno,  ed  all’altro  membro  il  quadrato  della  metà 
del  coefficiente  del  fecondo  termine,  cioè  bby  e farà  xx — 

4 

bx-\-^=ab-t-  bby  ccavando  la  radice,  — b=±:  ^ab+-  bby 

4 4 » V 

o Ila  x—b^i^  c^b  4-  bb  . 

X 

Sulla  retta  NZ  indefinitamente  prodotta  d’ambe  le 
parti  il  prendano  le  AR,  A Q eguali  ita  loro;  ed  eguali 
ciafeuna  ad  N K = A,  ed  R F quadrupla  di  NA , cioè  =4^ , 

R farà 
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farà  AF—^3*-b\  al  diametro  FQ  fi  dcrcriva  il  fcmicir- 

colo  FHQf  farà, l’ordinata  nel  punto  A,  cioè  AH::: 

i^^ab  4-  bb  ] quindi  aggiùnta  in  diretto  AÒ  — NF.'±b,  e 

divifa  o'h  per  meta  in  5,  farà  OS:z.b-<r\^^ab-^bbzix\ 

i 

adunque  prefa  AM—OS,  farà  Af  il  punto  cercato,  rifpetto 
alla  radice  polltiva.  Ed  in  fatti,  defcritti  i rettangoli  SN , 
AV,  MOyt  condotte  le  diagonali  Aly  J£, poiché  OS— 

b +-  w/\ab-i-bby  farà  AS-\^ -^-bb  — b y cd  il  rettangolo 

' * ■ * - r ■ ’ 

d'ìOSXSA  farà  egnale  ad  ab , cioè  'eguale  al  rettangolo' 
di  OAXANì  adunque  i lati  di  quelli  rettangoli  faranno 
in  ragione  reciproca , cioè  farà  0 A yO  S::S  A,  AN , vale 
a dire  FAf,  MA:\  IN,  NAi  adunque  ftranno  in  diretto 
le  due  lAy  AEyCd  in  confeguenza  limili  i triangoli  ITE, 
AOEyC  però  farà  AO  ,OE  ; : lE,  VE  ; mi  A 0 — NK  , 
OE-AM  , lV=OS  = AMy  FFrriV.Vf,' dunque  NK, 
'AM::  AM,  NAf  ; il  che  cc. 

La  fopra  polla  collruzione  riguarda  il  folo  valoro 
pofitivo  dell’ incognita,  clTendofi  prefa  la  radicale  affetta^ 
dal  fegno  pofitivo  ; in  fimil  maniera  però  fi  collruifce  an- 
che il  valore  negativo  . E però  deferitto  l’altro  fcmicirco- 

loFbQyC  condotta  l’ordinata farà  Ob  — b — 
quantità  negativa,  c divila  Ob  per  metà  in  s , farà  Os  = 

b — i/'^ab  +.bb  — x . Adunque  la  è quantità  negativa', 

% 

* c 
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e però,  prefada^  vcrfo  F la  Am—Os,  farà  m l'altro  pun- 
to , che  fcioglie  il  problema . Imperciocché  farà  As  — 

Ab  — sh——b^ -h  hb,c però  OsX^A::zab~OAX,AN, 

Z 

adunque  fatto  il  rettangolo  Ni,  c condotta  la  diagonale., 
A i , poiché  AiX s<.tzOAX cd  AN = si , farà  As^si:: 
AO^OSfC  però  Oa=:Of,maOr  dunque  FezzNm. 

ma  per  i triangoli  Amili  AOe^  iVe  abbiamo  AOy  Oe  : : 
F“«?,cd  è AO  — NK^  iF—Os—Oe  — Amy^d\m(\\it  farà  A’K, 
Am  ::  Am^  mNy  il  che  cc. 

Senza  rifoivcre  l’equazione  — — del  pro- 

blema, fi  poteva  da  principio  collruire  per  mezzo  del  nu- 
mero p4-  nella  feguente  maniera  . Si  prenda  ( Fi^.  30.  ) 
RO  = NK-=:b y ed  in  diretto  OD  — NA—Oy  c fui  diametro 
RD  fi  deferiva  il  femicircolo  RMDy  farà  l’ordinata  0M~ 
v^ab  ; Col  diametro  OR  fi  deferiva  l’altro  circolo  ARPO  , 
e dal  punto  M condotta  per  lo  centro  H la  retta  MNy 
prefa  ANzz  /,  NK—by  farà  AM  il  valore  pofitivo  dell’ in- 
cogniti ; e prefa  dalla  parte  di  A verfo  N la  porz  one.* 
'Am  — PMy  Am  il  valore  negativo.  Omraetto  la  co- 
flruzionc  d.lla  ftefla  equazione  per  mezzo  del  num.  py, , 
perchè  da  sé  è troppo  chiara  . 


K.  2 PRO- 
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PROBLEMA  X. 

105.  Dato  il  diametro  AE  del  femicircolo  AFE  {Fig. 
31.)»^  tiate  le  due  porzioni  CB  , CD  dal  centro  C , ed  alzate 
le  perpendicolari  DF  , BH  ; nella  BH  prodotta  fi  dimanda 
il  punto  G tale  , che  condotta  al  punto  F la  retta  GF,fia 
il  rettangolo  di  GFXFD  eguale  al  rettangolo  di  AC\BD, 

Si  conduca  FH  parallela  ad  AE^  e fi  chiami  il  raggio 

CA  — r,  CB  — Of  CD  — b,  farà  DFzzv^rr  — bb  — BH,  e fia_. 
HG  = x . Poiché  HF=CB  -h  CD  = a -h  b^  farà  GF  = 

i^aa  + 2ab  -t-bb+-  xxy  quindi  per  la  condizione  del  pro- 
blema averemo  l^aa  +■  2ab  -hbb-^xx  Krr  — bb  — ar  -h  br  * 
adunque  levando  l’afimmeir'ia  , farà  aarr+-  2abrr  +-  bbrr— 
aarr  +■  2abrr  +■  bbrr  +-  rrxx  — aabb  — 2ab  * — b *—  bbxx , e_* 
riducendo , rrxx  — bbxx  — aabb  —■  2ab  * — b*~o,  cioè  xx  — 
aabb  +■  2ab/-^b* , e però  efiraendo  la  radice  , x = 

rr—bb 

yaabb->r2ab*  ■b-b'*  ^ cioè  x~  ab  -b-  bb  ^ x — ^ab  — bb, 

U'Pr~bb  ■ Krr  — 

Deve  adunque  effere  la  x , che  fi  cerca  , eguale  alla  quar- 
ta proporzionale  di  FO,  DC,  ed  FH  ; quindi  poiché  gli 
angoli  in  D , ed  H fono  retti  , fe  fi  faranno  gli  angoli 
GFH,  gFH  eguali  ciafcuno  all’angolo  CFD,  faranno 
fimili  i triangoli  GFH,  gFHj  CFD^  ed  i punti  G , g 
( cioè  G rifpetto  al  valore  pofitivo  , e g rifpetto  al  negati- 
vo ) foddisfaranno  alla  queftione  ; imperciocché  farà  FG, 
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(Fg)zd  FH:‘.  FC,  FDy  ma  FH=BD,  FC=JC,  adun- 
que faràGF  (gF)  slBD  ::  ACy  FD,epetòGF  C?F)  in 
FD-BDXACcc. 

E’  facile  il  vedere  , che  rifpetto  al  valore  pofitivo  ba- 
llerà condurre  F G tangente  nel  punto  F , poiché  elFcndo 
retti  gli  angoli  GFC,  HFD,.  tolto  il  comune  HFG,  fa- 
ranno eguali  gli  angoli  GFH,  CFD. 

PROBLEMA  XI. 

io<f.  Dalli  efìremltà  della  data  AB  { Fìg.  3^-  ) con- 
durre due  rette  ACy  BC  in  modo  , che  facciano  l’angolo 
ACB  eguale  al  dato  CDPy  e che  la  fomma  de’  quadrati 
di  ACy  e di  BC  Jta  al  triangolo  ABC  nella  data  ragio- 
ne di  ad  i . 

Si  divida  AB  per  metà  in  E,  e fi  faccia  EH:::  x y 
HC—y'y  adunque,  poiché  il  problemi  è determinato, 
c fi  fono  prefe  due  incognite , converrà  ritrovare  due 
equazioni;  fia  EA  — ay  farà  AH—a^Xy  HB  —a-^-Xy  e 
però  il  quadrato  di  ACiitk  =ja  — xx-k-yy  , il  qua- 
drato di  CH  farà  —aa-^ijx->rxx-i-yyy  cd  il  triangolo 
ACB—ay  \ ma  per  la  feconda  condizione  del  problema  la 
fomma  di  quelli  quadrati  deve  efié re  al  triangolo -^BGnella 
data  ragione  di  4Ì  ad  a ; adunque  averemo  ^aa-^ixx  + 
lyyy  ay::r\dy  a,  e però  l’equazione  aa  ■+ xx -hyy—tdy . 
Deve  in  oltre  edere  l’angolo  ACB  egmle  all’angolo 
dato  GDPy  e però  prodotta  PD,  fc  l’angolo  GDPc 

ottu- 
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ottufo,  c prefa  DG  ad  arbitrio  , fi  tiri  GF  normale  t 
PFy  farà  noto  l’angolo  GDF  f elTendo  dato  l’angolo 
GDP  i e perchè  di  più  è nota  DG,  che  è fiata  prefa 
ad  arbitrio  , faranno  date  le  due,  DF  che  fi  ponga-=^, 
e GF,  che  pongafi  = c ; adunque  condotta  dal  punto  A 
normalmente  a BG  prodotta  la  AI , dovranno  edere-» 
filmili  i due  triangoli  GDF,  ACI.  Ora  per  la  fimili- 
tudinede’  triangoli  BCH,  BAI,  fi  avrà  AIzz lay  , 

i«*+-  xx-^yy 

BI—  laa-h  2ax  , e però  CI=  aa-.xx-~yy  ; adunque 

mx-t-  xx^yy  at^  lax^  xx^  yy 

dovendo  elfiere  CI,  AI  ::  DF  , FG  , avremo 
aa-xx—yy  , ^-jy c',c  però  la  fccon- 

111x4.  XX4-  yy  ai»4-  1^x4.  XX4.  yy 

da  equazione  iaby  — aac  — cxx~~cyy. 

Per  eliminare  una  delle  due  incognite  , dalla  pri- 
ma , t dalla  feconda  delle  due  equazioni  fi  cavi  ( per 
il  num.  82.  ) il  valore  del  quadrato  xx  , cioè  dalla  pri- 
ma, dalla  feconda.  Arar ^<^y* 

C 

c quinci  l’equazione  rdy—yy  ^aa—aa—yy—  zaby  , cioè 


dyzzaa  o fia  (fatta  ab=f)  y-aa,  valore  dclhc-, 

T~  <■ 

y dato  per  le  fole  cognite,  e fofiiiuito  quefio  valore  in 
luogo  della  y nell’equazione  xxzzidy—yy-  aa  , avrafU 
finalmente  xx = a*  - aa , cioè  xx = aadd^a.if^g\ 


d^r 


d’hf 
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t però  X =:  i a — jT— * valore  dato  per  le  fole-» 

. 

quantità  cognite  . 

SI  conduca  A K Indefinita  > che  faccia  l’ angolo  K AB 
eguale  al  dato  GDP^  e dal  punto  E fi  abbaflì  la  per- 
pendicolare indefinita  E M , e dal  punto  A la  retta  A L 
perpendicolare  id  AK  . Poicltè  fatta  D R perpendico- 
lare i P Dj  l’angolo  RDG  è eguale  all’angolo  DGE, 
farà  fimilmcnre  l’angolo  LAE  eguale  allo  llefib  DGF, 
ed  in  oltre  fono  reni  gl* angoli  E,  F;  adunque  faranno 
fintili  i triangoli  LAE,  GDF,  e però  E L—al^f  y 

e 

AL-i^aa-i-f.  In  E L prodotta  fi  prenda  LM-d,  e 
col  centro  L , raggio  L AT  fi  deferiva  un  circolo  , che 
taglierà  AK\n  K;  poiché  l’angolo  KALh  retto  , farà 

l’ordinata  AK  dd—ff— aa  ^ c{\ì\n^  fatta  EN—AK^ 
e condotta  MA , e ad  elTa  parallela  la  NH  dal  punto 

Ny  farà  MEyE  A::NEy  EH;  ciocia-/,  /j  : : k — jf 

EH-ai^di-f—aa  ~x  . Ciò  fatto  , col  centro  L,  e col 
d-¥f 

raggio  LA  (i  deferiva  il  circolo  OCQy  e fui  punto  H 
alzata  la  normale  CH,  fi  conducano  CAy  CB,  il  trian- 
golo ACB  farà  il  ricercato.  Imperocché  , per  la  32.  del 
terzo  libro  d’ Euclide,  l’angolo  ACB  è eguale  all’an- 
golo KAEy  cioè,  per  la  cofirnzionc,  eguale  all’angolo 

GDPy  e per  la  proprietà  del  circolo,  PC~wOPX  PQ^ 
e però  HC—  , e facendo  il  calcolo  tro- 

d-i-f  d -t-f  yg_ 
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V eremo  , che  la  fomroa  de’  quadrati  di  AC  y e CB  c 
appunto  al  triangolo  ACB  nella  data  rag’one  di  4J  ad 
a ; il  che  ec. 

Il  legno  ambiguo  dell’  equazione  finale  ci  dà  due 
valori  eguali  della  Xy  uno  pofitivo,  c l’altro  negativo; 
fe  adunque  EH  prefo  verfo  A fi  confi. Icra  pofitivo  , 
farà  Eh  prefo  verfo  B ed  eguale  ad  EH  il  valore  ne- 
gativo , che  ci  fomminillrcrà  la  ficlla  cofiruzione  . 

F.’  chiaro  , che  il  problema  farà  impoffibile  ogni 
qualvòlta  non  fia  dd  maggiore  di  y cioè  L M. 

maggiore  di  L^,  perchè  allora  il  radicale  farà  imma- 
ginario . 

PROBLEMA  XII. 

107.  Dato  ( F/g.  33.  ) il  fonicircoìo  BED  , e nel 
diametro  frodetto  dato  un  punto  h y da  effo  condurre  una 
fecante  A E tale  , che  la  intercetta  G E jfia  eguale  al  rag' 
gio  C B . 

Siti  CB  — CyAB  = byA  D = ayCd  AG—xi  farà  dunque, 
per  la  condizione  del  problema,  :z  r -t-  *•;  ma  per  la_t 
trentefima  fella  del  terzo  d’Euclide  il  rettangolo  E AG  è 
eguale  al  rettangolo  DABy  c però  avremo  l’analogia  AEy 
AD  : : AByAG,  cioè  c+-Xy  a::  by  Xy  adunque  farà  l’e- 
quazione XX  ^cx  — aby  che  è una  quadratica  atìfeita,  ed  al 

folito  rifoluta  ci  darà  .v  :r  cc -h  ab— c, 

A 

Sulla 
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Sulla  retta  DA  prodotta  prefa  AR  — AB~b,  fi  de- 
feriva al  diametro  RD  il  feraicircolo  .RO  D,  e condotta 
l’ordinata  che  farà  =:  k ; normale  ad  AO  Ci  tiri 

OM—-C,  farà  A M=.u^-^cc +■  ab  ; quindi  col  centro  Af  , 
col  raggio '.WO  fi  deferiva  il  feraicircolo  QOP,(ìtk_AQ~ 

u'-cc-h  ab  —j_  , valore  pofitivo  della  x ^ ed  AP  farà 

= ai  + £_,  e però  AP  prefa  negativa  farà  il  valore 

» r • • ' ^ 

negativo  . Adunque  fe  col  centro  A,  e col  raggio  AQ 
fi  dcfcrivcrà  un’ arco,  taglierà  e(To  il  femicircolo  BED 
nel  punto  ricercato  G ; e fe  nella  parte  inferiore  fi  dcfcri- 
vcrà fui  diametro /?H=BD  il  femicircolo  RGH,  l’arco 
dal  medefimo  centro  A col  raggio  AP  deferitto  lo  ta- 
glierà nel  punto  ricercato  G , che  fpetta  al  valore  negati- 
vo . Imperciocché  eflendo  EA-XAG—DAX  AB,  cioè 

E A Xy — c = <«i  , farà  , ab 

% ^ ■ 

- re  ^ — c 

*•  X 

cioè,  rido- 

ab — c ■ ‘ * 

4 _ 

X 

cendo al comun denominatore , EG^  — re  +-  r k'-i re 4.  ai, 

2.  cc-^àb  — c ’ 

4 

X 

S ■ C 
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e facendoattuaInienteUdivUione,{kràftaalmeate  EG—c, 
come  deve  efTere  . • - • . ' 

Lo  flelTo  calcolo  procede  rifpctto  alla  coRruzione  dd 
valore  negativo,  fervendoli  del  rettangolo  HAR  in  luogo 
di  DAh  . 

Anche  finteticamente  fi  può  dimofirtre  la  foluziooc 
del  problema  cosi . 

Eflendo  AO=RAD,  ed  EAG~D AB  , c per  la 
coflruzione,  AR — AB , AQ^=.  A QP zzBC^  MO  — MQ  , 

farà  OAf,  cioè  ^M=E^G+- i^Af,  cioè,  per  la- 

» -M»  % 

quarta  del  fecondo  d’ Euclide  , AQ^t-iAQ^M-t^QM^ 


— X —a  — » 

E AG  +■  QMy  e levato  il  comune  QAf,farà  AQ  + lAQ^M:::. 

* 

EAG  t e per  la  terza  dello  ftefib  libro , A A M= 


EGA-^-GA;  ma  =: , dunque  farà  zAQM-EGA, 
cioè  AQy  AG::EG,  zQM,  operò  EG::izQ_M-BC\ 
il  che  ec. 

' PROBLEM  A XIII. 


108.  Dati' due  archi  di  circolo  , e le  tangenti  loro  , 
ritrovare  co  fa  Jta  la  tangente  della  fomma  dei  due  dati 
archi  ■ 

Sicno  (Fig.t.)  i due  archi  dati  AH,  HD  , e le  tan- 
genti Al=  ayHKzzbfì]  raggio  CA=r,h  tangente  della 

fomma  de*  due  archi  dati  fia  ^B=x,farà  CB  r:  1/ rr -h  Arar, 

Cl—i^rr-^-  aat  CK^i>^rr +•  bb , ed  abbafiata  la  DE  per- 

pen- 
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pcndicolare  a CA,  e DF  perpendicolare  a CH,  perla 
flrnilitudine  de’ triangoli  CBA,  CD  E farà  CE  — rr  y 

-h  XX 

ED=  rie  , e per  la  fimilitudine  de*  triangoli  CKH, 

rr  +•  XX 

CDFy  farà  D F—  hr  , e perchè  firaili  pure  fono  i 

^rr  ^ bb 

triangoli  CAly  CEO^  DFOy  averaflì  EO=  ar  , 

ri-  +-  XX 

C0=  ri^rr-b-aa,  DO  - b rr  aa  , c però  averaflì 

rr  XX  ^ tr  jf.bb 

l’ equazione  ED  — EO-hODy  cioè  or +■  bv^rr-i-aa  r: 

rr  ^ XX  y^rr  bb 

rx  , o fìa  rx ^ ar  b rr aa  y e quadrando,  per 

i^rr-b-xx  rr-^  XX  rr-b-  bb 

liberarla  dai  radicali  , farà  rrxx  — ^arrx  +-  aarr  zz 

rr  4.  XX 

bbrr-b-aabb  , e riducendo  al  comun  denominatore,  e to- 

rr^bb 

gliendo  i termini,  che  fi  elidono,  htk  r*  xx-^2ar*  x 
Zabbrrx+‘  aar  * = aabbxx-r-  bbr  ♦ , cioè  xx-~  lar  ♦ x—  iib  'nrx— 

r ♦ — aabb 

bbr*  — aar*y  quadratica  affetta  ; adunque  agg’unto  all* 
r*—aabb 

uno  , ed  all’altro  membro  il  quadrato  della  metà  d:l 
coefficiente  del  fecondo  termine  , cioè  il  quadrato 

Sa-  di 
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di  — a>‘*  — n''hrr  j farà  xx  — x — lahbrTx  -f 
r * — aJ)b  r ♦ — aabb 

ar-r  ’ zjjòbr  ‘ •+■  ajb  ♦ r * — bhr*—  nar^  ^raar  • + iaabbr‘+aab*r*y 

r*  — aabb  ^ r ♦ — 

e però  cavando  la  radice  , e riducendo  al  comune  de- 
nominatore l’omogeneo  di  comparazione,  x—  ar*  ^ abbrr^ 

r*—aabb 

± ^bbr  ‘ -i-  zaabbr ‘ + a" bbr^  ; ma  la  quantità  fotto  il  vin- 

■ » 

r*—  aabb 

colo  è un  quadrato,  e la  radice  è br*-*-aabrr,  o pure 

r*  — aabb 

— hr*-aabrr^  adunque  prendendo  in  primo  luogo  la  ra- 
r ♦ — aabb 

dice  pofitiva , farà  x — ar‘‘-*-  abbrr  *■  aabrr'¥-br  * , e prefa_. 

r*  — aabb 

la  negativa  , farà  x—ar*-*- abbrr— aabrr— br*  ] ma  nel 

r*  — aabb 

primo  cafo  tanto  il  numeratore  , <^uanto  il  denomina- 
tore fono  divifibili  per  rr+  ai», ed  il  quoziente  è arr érr, 

rr—  a b 

c nel  fecondo  cafo  tanto  il  numeratore  , quanto  il  de- 
nominatore fono  divifibili  per  rr  — ab^  ed  il  quoziente 
è arr~brr  ; adunque  i due  valori  dell’incognita  fono 

rr  + ab 

X ~ rrX  7Tb  \ X - rrX  a-b  , il  primo  de*  quali  fervirà 

rr—  ab  rr-{-ab  pcf 
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per  la  tangente  della  fomma  degl’ archi  diti  , il  feconda 
per  la  tangente  della  dilFerenza  ( come  appunto  fi  tro- 
va feiogliendo  il  problema  in  quello  cafo  ) il  quale  va- 
lore farà  pofitivo  , o negativo  , fecondo  che  l’ arco  , o 
fia  la  tangente  a farà  maggiore  , o minore  della  tan- 
gente b . 

Ciò  poflo  , non  è difficile  paffiire  alla  foluzione  gene- 
rale del  problema  , cioè  dati  quanti  fi  vogliano  archi  con 
le  loro  tangenti , ritrovare  la  tangente  della  fomma  di 
tutti  quelli  ardii , il  che  fi  potrà  fare  nella  feguente  ra  i- 
niera  . 

Sieno  in  primo  luogo  tre  gli  archi  dati,  e le  tangenti 
loro  fieno  a, Per  l’antecedente  foluzione  faràrrX^  -+b 

rr ab 

la  tangente  della  fomma  di  due  archi , de* quali  le  tangenti 
fieno  a,  h\  fi  chiami  quella  tangente  2 , e però  farà  z = 

rry^a-^h  ^ ma  per  la  flelTa  foluzione  farà  rr\z+.  c la_, 

rr  — ab  rr  ^ zc 

tangente  della  fomma  di  due  archi , de’  quali  le  tangenti 
fieno  2,  c,  e 2 è la  tangente  della  fomma  di  due  archi 

delle  tangenti  a ,b-  adunque  rr  X z-*-  c làrà  la  tangento 

rr  — zi 

della  fomma  di  tre  archi  delle  tangenti  a,  b,  c , e fofii- 
tuendo  in  quella  efpreffione  in  luogo  di  z il  fuo  valore^. 

rrXa-h  b y avremo  la  tangente  della  fomma  di  tre  archi 

rr^  ab 

cfpref- 
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cfpreini  con  le  fole  tangenti  datea,  e,  la  quale  fari 

rrX^3f+  b^c—ahe  . Con  lo  ftelTo  artifizio  averemo  la— 

rv  — • av  — . ar  ' f 

tangente  della  fomma  di  quattro  archi,  effendo  le  tangenti 
date  ajbfCffyC  farà 

rr  X arr  + brr  -t-  crr  +-frr  _ abe—  abf^  acf—  bef 

rr\rr-~ab  — ac~af-^bc~hf^cf  -t-abef 

La  tangente  della  fomma  di  cinque  , effendo  le  tangenii 

date  j c ,fyg,  farà 

r X’+  ^■^^+f-^S-rr)(Katc+tbf+acf-^atg.iJ’cf*acg-*-bcg^lff*tfg+cfy,^cfg 
rrX  rr.-36-ae-af~ag.ic~if-l>g-{f-cg-f'g  4.  licf  +jice  -+abfg  -^icfg  •+'’efg  % 

e cosi  di  quant’  altri  archi  fi  vuole  ; dalle  quali  cofe  fi  ca- 
va una  regola  generale  per  formare  la  frazione , che  efpri- 
ma  la  tangente  della  fomma  di  quanti  fi  voglia  archi  dati , 
e farà  quefia  : 

Per  formare  il  numeratore  della  frazione  fi  prendano 
le  fomme  di  tutti  i polfibili  prodotti  di  numero  difpari , 
che  fi  polfono  fare  colle  tangenti  date , per  efempio  , fc 
le  tangenti  fono  fette  , fi  prenda  la  fomma  di  tutte  quelle 
tangenti  , indi  la  fomma  di  tutti  i terni  , che  fare  fi  polfo- 
no  , poi  la  fomma  di  tutte  le  cinquine , c finalmente  il 
prodotto  di  tutte  fette;  quelle  fomme  fi  moltiplichino  per 
tanta  poteftà  del  raggio  , quanta  a ciafeuna  fa  bifogno , 
perchè  fieno  di  dimenfione  maggiore  d'un’ unità  del  nu. 
mero  delle  tangenti  date  , ed  a quelle  forame  fi  pn  figga 

alter- 
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alternativamente  il  fegno  +-  e — , cioè  alla  fomma  di  tut- 
te il  fegno  -t-  , alla  lomma  di  tutti  i terni  il  legno  — , e 
COSI  di  mano  in  mano  , c fati  fatto  il  numeratore  . 

Per  formare  il  denominatore  fi  prenda  il  quadrato 
del  ragg'o  , indi  la  fomma  di  tutti  i prodotti  di  numero 
pari  , che  fi  pofibno  fare  colle  tangenti  date  , cioè  tutti 
gli  ambi  , tutti  i quaderni  cc.  , quello  quadrato  del  rag- 
gio , e la  fomma  di  tutti  gli  ambi  , di  tutti  i quaderni , di 
tutte  le  fcftine  ec.fi  moltiplichino  in  tanta  potdlà  del  rag- 
gio, quanta  a ciafeuna  fa  bifogno,  perchè  fieno  di  dimen- 
fione  eguale  al  numero  delle  tangenti  date  . Al  quadrato 
del  raggio  fi  prefigga  il  legno  -t- , a tutti  gli  ambi  il  fe- 
gno — , a’  quaderni  il  fegno  -t-  , c cosi  alternativamente, 
e fari  fatto  il  denominatore  . 

La  regola  per  fapere  quanti  fieno  tutti  gli  ambi  , o 
terni  ec.  poflìbili  di  un  numero  di  quantità  date  farà 
quella  : 

Si  feriva  il  numero  delle  quantità  date  , indi  fi  pro- 
feguifea  la  ferie  decrefeente  de’  numeri  naturali;  folto  cflì 
numeri  per  ordine  fi  feriva  la  ferie  crefeente  de’  numeri 
naturali  cominciando  dall’unità  ; pofeia  fi  faccia  il  prodot- 
to di  tanti  termini  della  ferie  di  fopra  , quanto  è l’indice^ 
della  combinazione  , che  fi  vuol  fare  ; fi  faccia  pure  il 
prodono  d’altrettanti  termini  della  ferie  di  fono,  e fi  di- 
vida un  prodotto  per  l’altro  , il  quoziente  farà  il  numero 
cercato.  Cosi  per  fapere  quanti  ambi , terni  ec.  fi  pofibno 

fare. 
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fare,  per  efcmpio,  di  cinque  quantità,  fi  feriva  4,  »,  2,  t. 

*>  3>  4>  5* 

Il  prodotto  de’  due  primi  numeri  della  fer'c  di  lbpra_« 
è 20  , che  divifo  per  il  prodotto  de’  due  pr'mi  numeri 
della  ferie  di  l'otto  dà  di  quoziente’  io  ; e però  10  faranno 
gli  ambi  . 11  prodotto  de’  primi  tre  termini  è <jo  , che  di- 
vifo per  il  prodotto  de’  primi  tic  termini  di  fotte  , cioè 
per  ,'dà  di  quoziente  10  , e però  faranno  io  i terni  ec. 

Dalla  loluzione  di  quello  Problema  fi  cava  , come_, 
corollario,  la  foluzione  di  un’altro  più  fcmplicc  , cioè  data 
la  tangente  di  un’  arco  , ritrovare  la  tangente  di  un’  arco 
moltiplo  fecondo  un  qualunque  dato  numero  ; imperoc- 
ché in  quello  cafo  balla  fare  tutte  le  tangenti  date  eguali 
tra  loro  , ed  eguali  alla  tangente  dell’  arco  dato  . Sia  per 
cl'empio  la  tangente  dell’arco  dato  = u,  e fi  cerchi  la  tan- 
gente dell’arco  doppio,  triplo  ec.  N^lla  formola  , che  ab- 
biamo ritrovata  per  la  tangente  della  fomma  di  due  ar- 
chi d^ti  , in  vece  della  lettera  b fi  ponga  Tempre  a , ed 
avremo  la  formala  o efpreflìonc  dell’  arco  doppio  ^^rr  . 

rr  — ^ aa 

Nella  formola  per  la  tangente  della  fomma  di  tre  archi 
dati  in  vece  di  , e di  c li  ponga  per  tutto  a , ed  avre- 
mo l’efprefhone  dell’arco  triplo  a Similmente»» 

ir — 

dell’arco  quadruplo  fuà  4.jr'*_4a>rr 

r*—  +■  a* 


dell’ 
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dell’arco  quintupto  farà  — ioj*rr+a',  c cosi  fuc- 

r* — loaarr -t- ^a* 

ceflìvamentc . 

Quindi  fi  può  formare  la  feguente  progrefiìonc,  ofia 
canone  generale  per  la  tangente  d’  un’  arco  mohiplo  fe- 
condo un  qualunque  numero  intiero  » 

■ - r a'  a'  — - — r ec. 

»«»•}. 4-y I . 1.  j .4.  5 <i-7 

» •»  I . j. . } .4  I . 3 .4 . ; .<s 

Ritrovata  la  tangente  di  un’arco  moltiplo  fecondo 
un  qualunque  numero  intiero,  facilmente  fi  fcioglie  il  pro- 
blema inverfo;  cioè,  data  la  tangente  di  un’arco,  ritro- 
vare la  tangente  d’ un’ arco  fubmultiplo  fecondo  un  qua- 
lunque numero  intiero  , vale  a dire  dividere  un  qualun- 
que arco  , o angolo  in  quante  parti  fi  vuole  eguali  . Im- 
perocché fia  la  tangente  dell’arco  dato  ed  « il  numero  , 
fecondo  cui  fi  vuole  l’arco  fubn.  ultiplo , fi  prenda  la  tan- 
gente ritrovata  per  l’arco  multiplo  per  Io  numero  « , in— 
luogo  di  a fi  ponga  x , e cosi  x farà  figura  di  tangento 
dell’arco  fubmultiplo.  Quella  tangente  dell’arco  multiplo 
è adunque  eguale  alla  data  b,  onde  fi  avrà  l'equazione  , 
che  fi  cercava  per  la  incognita  x . 

' ElTendo  adunque  data  la  tangente  b , il  raggio  r , 
farà  l’equazione  della  tangente  per  l'arco  fubtriplo 
X*  — ^bxx — yrx  -\-brr—o  \ per  l'arco  fubquintuplo  farà 
X * — ^bx'^ — iorr;e’  4-  lobirxx  4-  5r‘.v  — br*  zzo  cc. 

T PRO- 
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PROBLEMA  XIV. 


109.  Ritrovare  un  triangolo  ALO  ( Fig.  54.  ),  i di 
cui  lati  A O , LO,  AL,  ed  il  perpendicolo  L I fieno  in 
geometrica  continua  proporzione . 

Si  prenda  ad  arbitrio  un  lato  , per  efempio,  AL— al 
c fia  0 L = Af , far  à per  la  condizione  del  problema  AO = xse^ 


ed  Ll—aa,  c però  AI=  ^ aa — edIQ=|/ xx — a*\ 


adunque  Al-^-ìO  — AO,  cioè  ^ aa — a*-f~  y^xx — a *=xx. 


o fia  XX — y^xx  — » c quadrando 


X*  — 2XX  y/ XX  — ^ +-  XX  — — aa  — _a*  , cioè 


^■¥-xx  — aa  — zxx  ^ xx  — a*,  c di  nuovo  quadrando,' 


X*  2A?*4-  AT* — ix* — zaaxx  a*  — /^x* — i\7axXyC  fìnal- 
a*  aa  aa 

mente  riduccndo  al  comun  denominatore  , ed  ordinan- 
do l’equazione,  farà  x* — ia^x‘ — a* x*  la* xx  ■*- a*  = o^ 
la  quale  fcmbra  efTcrc  dell’ottavo  grado  , ma  fe  fi  of- 
fervcrà,  ch’ella  è un  quadrato  , fatta  l’cftrazione  della—  » 
radice,  fi  troverà  — aaxx — che  è una  qua- 
dratica affetta  , e però  trafportato  all’altra  parte  il  ter- 
mine a* , ed  aggiunto  ad  ambi  i membri  dell’  equazio- 
ne 
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ne  , ed  ellratta  la  radice  colla  folica  regola  delle  qua- 

4 

dratichc  affette,  fari  XX — .73  — jr  cioèxx:z:3.7Ìr  1/53  ♦, 

■ ^ ' — 
c finalmente  x = ±:  ^aai:  ^a* . 

i, 

‘ Quattro  adunque  faranno  i valori  della  nofira  inco- 
gnita ; ma  fi  avverta  , che  la  quantità  è maggio- 
re di  33  , e però  fe  fi  prenda  la  radicale  jT*  nega- 

tiva , cioè  —1/  534  ^ la  quantità  fotto  il  vincolo  radicale 
comune  farà  negativa  , quindi  il  valore  della  x imma- 
ginario , e però  due  valori  faranno  immaginar] , cioè 

i^53*;edue reali,  cioè  x~j-  y^aa  +-  k 

ambi  eguali , ma  pofitivo  l’uno , e negativo  l'altro. 
Sull’indefinita  Q fi  prenda  j^L=a/LC=a  1^^^  e 

CB=3,  c deferitto  fui  diametro  il  femicircolo  yf  Pb 

* ■* 

1 j • 

fi  erigga  la  perpendicolare  CF,  farà,  per  la  proprietà’  del 

circolo,  CFz:  ^aa+.  gg  k y — x . Divifa  per  metà  y^C  in  H, 

col  centro  A,  raggio  AH-g^  fi  deferiva!- 

l'arco  HO , dal  punto  L fi  tiri  LO  = CF,  e terminata  all’ 
arco  HOy  e fi  conduca  ^O,  e la  perpendicolare  LI^  farà 
ALO  il  triangolo  ricercato.  Imperocché  effendo  ALzzg 

L0  = x=y'a7^J^^  AO=AH=xx=g^i^J7a,  farà 

‘ “T  1 

T 2 ^O, 
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y^0,  LOitLOj  LA.  Ma  i due  quadrati  di  L,  e di  LO 

prefi  aflìeme,  cioè  aa  4-  ja  -t-  aa  K y , fono  eguali  al  qua- 

; - 1 

drato  di  AO , cioè  San  +-  sa  1/  jaa,  adunque  l’angolo  ALO 

4 

è retto,  e però  farà  AO , LO  ::  AL^  LI  i ma  perchè  è 

pure  AO,  LO;:LO,  LA^  farà  anche  LO,  LA:xL  A,  LI^ 

il  che  ec.  L’altro  valore  negativo,  che  è eguale  al  pofiti- 

vo,  fervirebbe  per  la  coflruzionealdi  fono  della  linea  AB. 

\ 

P R O B L E M A , X V. 

• » 

no.  Dividere  in  tre  parti  eguali  un  dato  angolo  . • 

Tre  cali  comprende  il  propoflo  Problema;  l’uno 
quando  l’angolo  dato  fia  retto  ; l’altro  quando  fia  ottufo; 

ed  il  terzo  quando  fia  acuto . 

In  primo  luogo  fia  ( Fig.  35-  ) l'angolo  retto  MAB, 
che  fi  fupponga  divifo  in  tre  parti  eguali  dalle  rette  AC , 
AD  e Cii  AB=a,  ed  alzata  in  B la  perpendicolare  BC, 
prodotta  incontri  in  D la  ^D,  e dal  punto  O fi  conduca' 
D M parallela  ad  , e fi  chiami  BC=a?,  farà  AC 

i^aa+-xx\  ma  poiché  l’angolo  CAD  deve  elTere  eguale.^ 
all’angolo  D A M,  e per  le  parallele  A M,  BD  l’angolo 
da  M è eguale  all’angolo  ^ OC,  faranno  eguali  gli  an- 
goli CD  A,  CAD  ; e però  CD  = C.4=:|/in +- xa:,  quindi 

BDzzx-h  y'aa-t-xx  - Ma  devono  c.Tcre  in  olire  eguali 

- i due 
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i due  angoli  EAC^  CAD,  o Ila  CD  A,  e però  ne* 
triangoli  CAB  farà  Tangolo  CAB  eguale  all’ango- 

10  B DA  , e l'angolo  B rato  è comune  , adunque  ancho 

11  terzo  BCA  = BAD,  e però  Amili  i triangoli  ; quindi 

averemo  AB,  BC  BD,  AB,  cioè  a,  x ::  x -i-\^aa+'  xx,  a, 
c però  l'equazione  aa~xx  -i-  x\/aa+-  xx , e tralportando 
il  termine  Af  j?, e quadrando, farà  x^—a^-iaaxx-*-  x*, 

cioè  •^aaxx—a'',  e finalmente  x — ±.\^i^. 

} 

Si  produca  AB  in  S,  onde  fia  BS—A^:=.^  fui  dia- 

ì ì 

metro  fi  deferiva  il  femicircolo  ACS,  l'ordinata  BC 
farà  =i^aahx.  Condotta  adunque  ACd  punto  C,  e pre- 

3 

fa  CD  =:AC,  e condotta  AD,  farà  il  dato  angolo  divifo 
in  tre  parti  eguali . Imperocché  efiendo  BC^^m,  farà 

3 

AC=  y'~4^=  CD  , cd  A D = ^ AB  -t-  B D = 

3 

y'aa-»!-  ^aa-h  2ay^^—2a,e  però  AD,  AB  ::  2a,a  ::  2,  ì; 

T s 

e DC,CB  \/aa  ::  2,  i , cioè  nella  medefima^ 

3 3 

ragione  di  AD,  AB  ; adunque  , per  la  terza  del  fello 
d'Euclide  , l'angolo  BAC~  CAD,c  per  efferc  CD=.CA, 
farà  pure  l'angolo  CAD—C  DA  — DA  M,  il  che  ec. 

‘ li 
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Il  v'alore  negativo  , che  al  pofitivo  è eguale  , fervì- 
rebbc  per  la  divilìone  dell’  angolo  mAB^ 

Sia  l’angolo  HA  M ottulb  (Fig.  5-5.)  , condotta  paraU 
lela  ad  la  BD,  e fatto  il  redo  come  fopra  , fi  tiri 
A R normale  a B D . Poiché  l’angolo  A BD  è noto  , per 
elTvTC  il  fupplemento  del  dato  MAB^  e l’angolo  R è ret- 
to , ed  è data  la  ^B  , farà  pure  nota  ancora  la  B R,  cho 

lì  chiami  — b^e  però  A Rzzv'aa  — bbf  CR—  x—h^  AC:z 

ì/'aa  — 2bx  -i-  XX  — CD;  B D=.x-t-  l^aa  — ibx  +~xxy  quin- 
di per  i triangoli  limili  ABCy  ABD  farà^B,  BC:;BD, 

BAyC\obayx::x-hì^aa—ibx-hxXfa,va\e  a dire_» 

tìi  — XX  4-  — ibx  -h  XX  y c levando  l’allmmctrìa-. , 

zhx^  — ‘^a.ìxx  4-  a*—Oy  equazione  folida  del  terzo  grado, 
che  per  ora  fi  lafcicrà  da  me  intatta  . 

Sia  finalmente  l’angolo  B AM  acuto  37.)  , la_. 
perpendicolare  dal  punto  A 3l  DB  prodotta  cadtrà  al  di 
l'otto  del  punto  B in  R , e però  farà  R C=  b +•  x y AC  — 

— v'aa  4-  2bx  4-  , quindi  ripetuto  lo  fleffo  difeorfo  del 

cafo antecedente, averalTi l’equazione zbx ’ 4-  %aaxx  —a*—Oy 
diverfa  dall'antecedente  folo  ne’  fegni  ec. 


CAPO 
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CAPO  III. 

Della  Cùjlruzione  de'  luoghi  , e de'  Problemi  indeterminati  , 
che  non  eccedono  il  fecondo  grado  . 

in.  Cofa  fieno  i problemi  indeterminati,  e come  efig- 
gano  le  due  incognite  fi  è veduto  al  num.84.  Dal  vaciarfi 
adunque  in  infiniti  modi  il  valore  di  una  delle  due  inco- 
gnite , in  altrettanti  infiniti  modi  pure  fi  variano  i valori 
dell’altra  , quindi  chiamanfi  elle  le  variabili  dell’  equazio- 
ne o del  problema  , e la  relazione  loro  o fia  la  legge  , 
che  ofiervano , viene  efprelTi  dall'  equazione  . Per  tanto 
l’equazione  hx  — ay  ci  fa  fapcre  , che  variandofi  la  x , fi 
varia  altres'i  la^  , ma  con  tal  legge , che  la  llcfia  x abbia 
Tempre  però  alla  y la  collante  ragione  della  a alla  l>\  Cosi 
l’equazione  abczxy  efprime  la  legge,  che  il  prodotto  d..lle 
due  incognite  fia  Tempre  coftanre , ed  eguale  al  prodotto 
di  (3  in  ^ ; L’equazione  ax—yy  efprime  , che  il  quadrato 
della  y debba  fempre  efTere  eguale  al  rettangolo  della  x 
nella  collante  a , e cosi  di  tutte  l'altre  fi  difeorra  . 

1 12.  Una  delle  due  incognite  , per  elempio  a:,  deve 
avere  origine  da  un  punto  fiiTo  , e fi  prenda  fopra  una_, 
retta  indefinita  , indi  fe  fifTato  per  quella  un  determinato 
valore,  dall’ ellrem  iti  fi  alzi  un’altra  retta  nell’angolo 
dato  del  problema  , e fi  prenvla  di  tale  grandezza  , di 
quanta  deve  efiere  l’altra  incognita  y per  la  natura  dell* 

cqiia- 
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equazione  relativamente  al  valore  fidato  per  la  , e ciò 
fi  vada  replicando  per  ogni  vario  valore  , che  fi  affegni 
alla  X ; la  linea  , che  padei  à per  le  efiremità  di  tutte  lo 
y , Ci  chiama  il  luogo  dell’equazione  . La  incognita  , che 
dal  punto  fido  fi  prende  fulla  retta  indefinita , fi  dice  l’Af- 
fidk  , e l’altra  in  angolo  l’Ordinata  ; ed  ambe  affieme  di- 
confi le  Coordinate  dell’equazione  . 

Fatta  adunque  , rifpctto  all’  equazione  bx  ~ay^  fuir 
indefinita  AM(,Fie^.  ^B.)h  AB  zza  y ed  alzata  in  qualun- 
que angolo  li  BC  — bf  ie  fi  prenda  xzzA Dy  farà  la  quar- 
ta proporzionale  parallela  a BC,  cioè  DE—y;  e prefa-. 
xzzAFy  farà  FC=yi  prefa  xzzAKyfivk  KH=>», ecosi 
d’infinite  altre  , e la  linea  , in  cui  trovanfi  tutti  gl’  infiniti 
punti  CyEyGyHec.  in  quefto  modo  determinati , farà 
il  luogo  dell’  equazione  bxzzay. 

Nello  fiedo  modo  rifpeito  all’equazione  ax—yy  ( Fig. 
yj.)  fe  fi  prenda  x~AByC  BC  eguale  alla  \^ax,  cioè  me- 
dia proporzionale  fra  ABy  e h data  a , farà  BC—y  ; e_» 
prefa  xzzADy  e DE  media  proporzionale  fra  ^D,ed  j, 
farà  DEzzy;  prefa  xzzAGy  e GF  media  proporzionale 
tra  eda  y farà  GFzzy  ec.  ; ed  i punti  C,  £ , F , ed 
altri  infiniti  in  fimil  modo  determinati  formano  la  linea-. 
A et  Fy  che  è il  luogo  dell’  equaz  one  ax-yy  , e medefi- 
mamente  s’intenda  d’ogni  altra  equazione  . 

Il 3.  Dalla  diverfa  legge  , che  efprime  l’equazione.., 
cioè  dalla  diverfa  relazione  , che  tra  fe  anno  le  due  inco- 
gnite , diverfe  nafeono  le  lince  e di  genere  , e di  grado  , 

0 fia 
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o Ha  i luoghi  di  modo,  che  è facile  a vedere  , che  il  luo- 
go dell’equazione  hx—ay  farà  una  linea  retta  ; impercioc- 
' chè  avendo  la  y alla  x una  collante  ragione  , per  elTerC-. 
yzzbx^  una  qualunque  ED  {Fi^.  38.)  farà  zà  AD ^ come 

a 

una  qualunque  altra  FG  ad  AF  y e però  fimili  faranno  i 
triangoli  AED y AGF\  il  che  verificandofi  di  qualunque 
altro  punto  H ec.  bifognerà  , che  per  neceflìtà  elfi  punti 
fieno  in  una  retta  linea  . Ma  l’equazione  ax  — yy  efiggo 
non  già  , che  {Fig.  39.)  le  BC,  DE  ec. , ma  bensì  i loro 
quadrati  abbiano  una  collante  ragione  alle  corrifpondenti 
AB,  AD  cc.  y onde  è,  che  non  faranno  in  una  retta,  ma 
in  una  curva  i punti  €,£,  F,  ec.  Cosi  una  curva  di  ge- 
nere da  quella  diverfo  farebbe  il  luogo  dell'  equazione 
xy=ab  ; ed  una  curva  di  genere,  e di  grado  diverfo  il 
luogo  di  quell’  altra  5 — a:  * , ed  altre  infinite  . 

1 14.  Qualunque  volta  l’equazione  non  contenga  in_. 
alcun  termine  nè  il  quadrato , o potellà  maggiore  dcll’una 
o dell’  altra  incognita , nè  il  prodotto  di  elTe  , il  luogo  farà 
Tempre  una  linea  retta  . 

11 5.  E quando  nell’equazione  vi  fia  il  quadrato  dell’ 
una  o dell’altra  , o d’ambe  le  incognite  , o il  rettangolo 
loro  , o pure  e quelli , e quello  , comunque  fiafi  , raa_. 
però  neflun  termine  contenga  potellà  maggiore  del  qua- 
drato di  efle  incognite  , o prodotto  maggiore  del  rettan- 
golo ; vale  a dire  , in  neffun  termine  le  incognite  o fole  , 
o alficme  moltiplicate  eccedano  la  feconda  dimenfione  , 

V il 
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il  luogo  farà  ftmprc  una  delle  Sezioni  Coniche  d' Apollo- 
nio . Nè  meglio  fi  potranno  dimofirare  qutftc  verità  , 
quanto  col  cortruire  attualmente  tutte  le  varie  equazioni 
di  tal  natura  . 

Ili.  Le  equazioni,  che  contengono  le  incognite  ad 
una  fola  dimenfione,  cioè  i luoghi  alla  linea  retta,  fi  chia- 
mano luoghi  , o linee  del  primo  ordine  , quelle  che  o 
fole  , o affieme  moltiplicate  le  contengono  a due  dimen- 
fioni,  cioè  i luoghi  alle  fezioni  coniche,  fi  chiamano  luo- 
ghi o linee  del  fecondo  ordine  , e però  curve  del  primo 
genere  ; fi  dicono  linee  o luoghi  del  terzo  ordine,  e però 
curve  del  fecondo  genere  quelle  equazioni , nelle  quali  le 
incognite  afcendono  alla  terza  dimenfione  , e cosi  fuccef- 
fivamente  . 

117.  E quanto  ai  luoghi  alla  linea  retta  ; fi  compren- 
dono efli  tutti  fotto  quelle  equazioni  , 
y zz  ax 

yzz-^ax 

~ 

y — ax  -i-  c 
y zz  ^ ax  — c 

b 

y — ax  ^ e 

b 

y-’—ax-b-  c 

“ir 

giac- 
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giacché  con  la  moltiplicazione  , c divifione  fi  può  Tempre 
riduiTe  la  y ad  eflere  libera  da  frazioni , e coefficienti  . 
Per  a s’intenda  l’aggregato  di  tutte  le  quantità  note  , che 
T 

moltiplicano  h XfC  per  c l'aggregato  di  tutte  le  quantità, 
che  formano  il  termine  cofiante  . 

Per  cofiruire  le  prime  due  ; fulla  AD  indefinitamen- 
te prodotta  d’ambe  le  parti  fi  prenda  AÈ'^zbf  c fi  alzi 
B C—  a , ( Fig.  40.  ) che  faccia  l’angolo  ABC y che  devono 
fare  le  due  variabili  del  problema  ; per  i punti  A , C (i 
conduca  una  retta  indefinita  HE,  farà  ella  il  luogo  delle 
due  equazioni yzzaxy  y-’-^ax ; imperciocché  prefa  una_. 
T T 

qualunque  = e condotta  DE  parallela  aiJC,  farà 
DE  — ax—y‘y  e prefa  AFzz  — XyC  condotta  F H parallela 

~r 

a B C,  farà  EH  = — ax  zzy . 

b 

La  terza , e quarta  fi  cofiruiranno  cosi  : Parallela- 
mente a BC  fi  prenda  A N—AM—Cy  e fi  conducano  NK, 
MG  j idefinite,  e parallele  ad  HE,  farà  hJK  il  luogo  del- 
la equazione  -t-  c , ed  G il  luogo  dell’  equazione-» 

~b~ 

y = — — c ; poiché  , prefa  AD  zz  Xy  farà  DE  =:ax  y 
b~  T 

ma  è £ (fatta  D K parallela  i BC)  dunque.» 
D K~ax+-  c=y;  e prefa  A F = ~~x  , c fatta  FG  parallela 
'■  T 

a BC  y iaià.  FG  = — ax  — c ~y . 

~r  V 2 Rif- 
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Rifpetto  alla  quinta  ; fatto  lo  ftclTo  triangolo  ABC, 
( F/g[.  4t.  ) e prodotte  indefinitamente  le  AE,  AD,  fi 
abb.iffi  AM—c  , e parallela  a £C;  indi  dal  punto  M fi 
conduca  MK  indefinita  parallela  ad  che  incontre- 
rà in  Q la  rètta  AD,  farà  <2  K il  luogo  dell’equazione 

y^ax’-c'i  imperocché , prefa  una  qualunque  AD = *■ , c 
T 

fatta  DE  parallela  a BC,  farà  DE~ax\  ma  KE  — AM—Cy 

T 

dunque  DK—ax^-c—y  . La  porzione  Q^M  fervirà  quan- 
T 

do  ax  fia  minore  di  c , cioè  quando  x fi  prenda  mino- 
T 

re  ò\  A Q^y  o fia  minore  di  bc , poiché  in  quefio  cafo 

a 

la  y farà  negativa , e però  dovrà  prenderfi  al  di  fotto 
di  ^D,  cioè  in  fenlo  contrario  della  DK. 

Finalmente  per  l’ultima;  hmAB  — by  BC—ay 
( Eig.  42.  ) e l'angolo  ABC  eguale  al  fupplemento  dell’ 
angolo,  che  devono  fare  le  due  variabili  del  prob’ema, 
fia  AM—c  e parallela  a BC,  e fi  tiri  MQ^R  parallela 
ad  ^ C , che  taglierà  A B prodotta  in  Q , farà  MQ  R il 

luogo  dell’equazione  ; poiché,  prefa  una  qua- 

T 

lunque  AD—Xy  e fatta  DE  parallela  a BC,  farà 
DE—axy  ma  prodotta  ED  in  K,  farà  EK  — AM—Cy 
T 

adunque  DK  — c^a^—y  . Che  fe  fi  prenda  x maggio- 
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re  di  A(l^  per  efempio  —Aly  farà  e però 

b 

c^ax  quantità  negativa  zzy—IP  prefa  appunto  in  fenfo 
b 

contrario  della  D K , e la  indefinita  M R ì\.  luogo  dell' 
equazione  propofla  nell'uno,  e nell'altro  cafo. 

Il 8.  Occorre  alle  volte  , che  nella  foluzione  di  un 
qualche  problema  , il  di  cui  luogo  fia  alla  linea  retta , 
o l'una,  o l’altra  fparifee  delle  due  variabili  , e noii_. 
entra  nell’equazione  , in  quelli  cali  il  luogo  farà  alla_. 
perpendicolare , o alla  parallela  alla  data  retta  , fopra.. 
di  cui  li  prendono  le  alfilTe , fecondo  che  o l’ordinata 
fparifee  , o l’ alfilTa  . 

Eccone  due  Efempj  : 

Data  la  retta  AByi  Fig.  43.  ) fi  ricerca  il  luogo  de’ 
punti  M fuori  di  elTa  tali , che  condotte  le  rette  MA  , 
MB  alle  ellrernuà  di  , fia  ferapre  MA— MB.  Prefa 
una  qualunque  AH—x,  fi  alzi  HM—y,  e fatta  AB=a, 

fìtkHB^  X , AM—  U'xx-i-yytBM^  \^aa—  iax-*-xx+-  yy  , 

c però  l'equazione  V xxi^yy—V' aa—'iax->t‘xx->r-y')  , c 
quadrando  , xx  +-yy—aa  — 2ax+-  xx  -t-yy  y cioè  a = x y 

% 

in  cui  la  ^ è fparuta  , e la  è rimalla  determinata;  c 
ciò  vuol  dire  , che  prefa  eguale  alla  AH  metà  di 
ABy  e dal  punto  H alzata  la  perpendicolare  indefinita, 
ogni  punto  di  elTa  loddisfarà  alla  quefiione,e  però  elfa 
£uà  il  luogo  ricercato  . 

Sic  no 
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Sieno  date  di  pofizione  le  parallele  CG  , ^ P » 

( Fig.  44.  ) e tra  cHTe  fi  cerchi  il  luogo  di  tutti  i punti 
M tali  , che  condotta  AIP  perpendicolare  ad  J P ^ <d 
MG  , che  faccia  l’angolo  MGC  eguale  a un  dato  AEC^ 
fia  fempre  MP  ad  MG  nella  coflante  ragione  di  a alla 
b . Chiamata  la  difianza  AC—c,  AP—x,  P M—y  , c 
prodotta  P M in  f , farà  FM—c^y  , ma  poiché  è dato 
l'angolo  AECy  e l’angolo  A CE  è retto,  ed  è dato  il 
lato  AC  , farà  anche  noto  il  lato  AE^  che  li  chiami  =/. 
Ora,  per  la  fimilitudine  de’ triangoli  ACE,  FMG,  farà 
AC , AE  MF,  MG,  cioè  c c—y  , cf—fy-MG; 

C 

ma  deve  in  oltre  effere  PM,  MG::  a,  b,  dunque 
farà;',  cf—fy::a,  b;  e però  bcy-acf-^afy,o  fia 

C 

y—  ac f \ ed  ecco  l’equazione  fenza  , che  v’entri  l’io- 

tt^af 

cognita  X . Adunque  prefa  comunque  fi  voglia  la  x , 
farà  fempre  collante  la  ; , ed  eguale  ad  a cf_,  e però 

ie  +.  af 

condotta  la  indefinita  B M parallela  ad  yif  P , e dinante 
da  ella  AP  quant’  h a cf  , farà  ella  jI  luogo  cercato  . 

bc  +■  fi 

tip.  Spiegate  le  coftruzioni  dei  luoghi  alla  linea., 
retta  , vengono  le  colli  uzioni  delle  equazioni  del  fecon- 
do grado  , cioè  de’  luoghi  alle  Sezioni  Coniche  . E qui 
fuppongo  prima  informati  abballanza  i Lettori  delle 
principali  propticià  g^oiiietnciie  di  tfle  fczioni  del  co- 
no , 
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no  f per  indi  formare  le  prime  e più  femplici  equazio- 
ni di  effe  curve  , alle  quali  femplici  equazioni  fi  polTa- 
no  poi  ridurre  e rapportare,  coi  metodi  da  fpiegarH , le 
equazioni  più  complicate  . 

Ed  in  primo  luogo  fi  fa  , che  nel  circolo  una  qua- 
lunque ordinata  è media  proporzionale  tra  i fegmenti 
del  diametro  ; cioè  , che  il  quadrato  di  elTa  è eguale  al 
rettangolo  degli  lleffi  fegmenti . Se  adunque  nel  circo- 
lo M KCN  ( Fig.  45.  ) fi  farà  il  raggio  AC—a,  c dal 
centro  A una  qualunque  aHlira  AE  — Xj  c l’ordinata^ 
BD  perpendicolare  , farà  MB  — a-^Xy  BC—a  — Xy 
e però  MB  XBCzzaa  — xx;  adunque  fatà  yy  = aa  — xXy 
equazione  al  circolo  rifpetto  al  quadrante  KC.  Ma  poi- 
ché la  flelTa  proprietà  fi  verifica  anche  , prefa  per  ordi- 
nata BF.  y cioè  l’ordinata  negativa  — y,  e tanto  il  qua- 
drato di  y y quanto  di  — y è yyy  adunque  la  llcira  equa- 
zione compete  ancora  al  quadrante  CN  . Che  fc  li 
piendano  le  alTilTe  negative,  come  AH—  — x ,c  le  or- 
dinate HF—y  y HG— — y y il  quadrato  loro,  cioè  yy  fa- 
rà in  ambi  i cafi  eguale  al  rettangolo  MIi\HCy  ma 
quando  fia  AH  — — Xy  farà  CH—CA-t-AH—d — Xy  ed 
MH  — AM — A H=a-*-  X y per  le  regole  della  fomma  , 
c fottrazione  ; e però  il  rettangolo  AtHX  BJC  farà 
ad  — XXy  adunque  yy  — aa  — xx  è l’equazione  femplicilfi- 
ma,  che  compete  a tutto  il  circolo  del  raggio  a , pren- 
dendo le  affi  (Te  dal  centro  . 

Se  fi  prenderanno  le  afiìlTe  non  dal  centro  A , 

ma 
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ma  dall’eflremità  M del  diametro  , fatta  una  qualunque 
MHf  o MB  eguale  ad  a;  , farà  H C,  o BC—ia — x , cd 
il  rettangolo  de’  fegmenti  eguale  a 2.7a:  — a? a?  ; ma  il  qua- 
drato dell’ordinata  si  pofitiva  , come  negativa  è yy  , 
adunque  hik  yyiziax  — xx,  equazione  fempliciffima  del 
medefimo  circolo,  prendendo  le  affiffe  non  dal  centro , 
ma  dall’cftremità  del  diametro  . 

Per  la  quantità  a,  che  efprime  il  raggio  , s’inten- 
da una  qualunque  quantità  data  femplice,  o compIelTa  , 
intiera  , o rotta  , razionale , o forda  di  modo  , cho 

yy—aa — bb — xx  farà  il  circolo  del  raggio  ~i^aa — bb\ 
yy  — aab  — xx  farà  il  circolo  del  raggio  = ^ aab  ; 

iB  tn 

yy  — av  ab  — xx  farà  il  circolo  del  raggb  )/ ax^ab'y 
così  yy  — iax  — bx  — xx  farà  il  circolo  del  diametro 
za — ^ , o fia  del  raggio  za  — b ; yy  — aax\-abx  — xx  fa- 

1 b 

rà  il  circolo  del  diametro  —(ta^-aJ>  ; yy  — xVah  — xx 

l 

farà  il  circolo  del  diametro  :=.v  ab  cc. 

E’  maniferto , che  fe  nell'  equazione  yy  — aa — bb — xx , 
ed  in  tutte  le  altre  fimili  , la  quantità  b fofTe  maggiore 
di  elTendo  allora  aa  — bb  quantità  negativa,  il  circo- 
lo farebbe  immaginario  , poiché  Ìq  yy  — aa  — bb  — xx^h 

anche  y — \y  aa — bb  — xx  ; ma  quando  aa — bb  fia  quan- 
tirà  negativa , y è eguale  a radice  quadrata  di  quantità 
negativa,  c però  immaginaria.  Per 
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Per  la  ftefla  ragione  degl’ immaginar]  non  può  nell' 
equazione  yy  — tax  — xx  la  alTifla  x prenderli  negativa  , 
imperciocché  , prefa  x negativa  , farebbe  negativo  il 

termine  rax  , e però  l’equazione  aax  — xar , cioè 

^ - - - 

y — V—  rax  — xx  quantità  immaginaria  . 

120.  La  primaria  proprietà  della  Parabola  Apollo- 
niana  è , che  il  quadrato  di  una  qualunque  ordinata  fia 
eguale  al  rettangolo  del  parametro  nell’ainiTa  full’afle»' 
fc  l’angolo  delle  coordinate  è retto  , o fui  diametro,  fe 
elTo  angolo  è obbliquo  . Adunque  chiamato  il  parametro 
zza  , una  qualunque  aUìlTa  A^—x,  ( Frg.  4<J.  ) la  corrif- 
pondente  ordinata  pofitiva  BC=y  , e la  negativa.. 
BD~  —y  , farà  yy  il  quadrato  tanto  di  B C , quanto  di 
BD,  ed  ax  farà  il  rettangolo  del  parametro  \n  AB  ^ 
adunque  >51  izajf  è l’equazione  femplicifllma , che  com- 
pete alla  parabola  del  parametro  —a  , in  cui  è chiaro  , 
non  poterli  prendere  le  alTilIe  x negative  per  cagione 
degl’  immaginar) . E qui  pure  per  la  quantità  a , che.^ 
efprime  il  parametro  , s'intenda  una  qualunque  quantità 
data,  in  cui  fia  moltiplicata  rafllllà  x di  modo  , che., 
aax±.  b^—yy  farà  la  parabola  del  parametro bb\ 

c c 

x\f^ ab— yy  farà  la  parabola  xlel  parametro  zìi/' ab  ec. 

Se  la  parabola  fofle  diverfamente  polla  , ( come 
nella  Fig.  47.  ) e fulla  llelTa  AB  dal  dato  punto  A fi 
volelTcro  le  a?  , farebbe  l’equazione  xxziay  , in  cui  11 
polTono  prendere  le  x pofitive  e negative , ma  folo  poll- 
tìve  le  ^ . X I 1 2 1 . 
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121.  Sieno  le  oppo.le  Iperbole  riferite  agl'anì , o 
diametri , fecondo  che  è retto , o obbliquo  1*  angolo  delle 
coordinate,  e fia  CS  ( Fig.  48.  ) l’aflTe  , o il  diametro 
trafverfo,  HE  il  conjugato  ^ Per  la  nota  proprietà  dell’ 
iperbola  , prefo  un  qualunque  punto  D,  ed  alzata  D Af 
parallela  ad  HE,  deve  ciTere  il  rettangolo  di  CDXDB 
al  quadrato  di  DM,  come  il  quadrato  di  CB  al  qua- 
drato di  HE.  Adunque  chiamata  CBzzza,  HE—^b, 
e dal  centro  A prefa  una  qualunque  AD~x,  DM 
pofitiva  zzy  , DM  negativa  ——yt  farà  CD—a-k-x  , 
BD-x  — a,  e però  , per  la  detta  proprietà , xx  — aa  , 
yyw^aa,  ^b\  cioè  xx  — aa  — aayy.  E prefa  Ai  negati- 

hb 

va  = — Af , c le  ordinate  come  fopra,  farà  Bi=— a?  4-a,' 
Cd  — — x — a , ed  il  rettangolo  di  BdXdC=xx—  aa  ; 

onde  nella  fleflà  maniera  avraffi  aayy—xX’-aa,eqaizìo~ 

~bb 

ne  fempliciffima , che  cfprime  le  due  intere  oppofleJ 
iperbole  riferite  agl’ affi  o diametri,  prendendo  le  affiffe 
dal  centro  . E fe  fi  prenderanno  le  affifle  dal  vertice  C, 

avraffi  l’analogìa  ( per  la  ftelTa  proprietà  ) xXx—za, 
yy'.x^a  , ^b\  cioè  l’equazione  — zax  4»  xx—aayy  . S 

bb 

prcfe  finalmente  le  affiiTe  dal  vertice  B,  avraffi  acX +Af , 
yy::^,  ^b  i e però  l’equazione  lax-h  xx—aayy  . 

E’  anche  proprietà  primaria  delle  oppofie  iperbole, 

che 
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che  lo  ftcflb  rettangolo  di  CDXDB,  prendendo  le 
afliflc  pofitive , e di  BdX  dC , prendendo  le  affiffe  ne- 
gative, fu  al  quadrato  dell’ ordinata  si  pofìtiva,che  ne- 
gativa , come  l'alTe  , o diametro  trafvcrfo  al  parame- 
tro ; adunque  chiamato  eflb  parametro  ~p , ed  il  redo 
come  fopra , farà  xx  — aa^yy.'.tayp  \ cioè  layy  zzxx  — aa, 

~p~ 

equazione  femplicidlma , che  efprime  intere  le  due  op- 
podc  iperbole  riferite  al  parametro , prefe  le  affiffe  dal 
centro;  e prefe  le  aflìflè  dal  vertice  C,  farà  l’equazio- 
ne layy—xx^iax'y  e prefe  finalmente  le  aCGlTedal  ver- 
'f~  ‘ ' ' 

lice  By  farà  xax-^- xx—^ayy . , 

p 

Se  le  iperbole  fono  equilatere  , poiché  in  quello 
cafo  i due  ain,o  diametri  fono  eguali  tra  loro,  ed  egua- 
li al  parametro,!’ una  e l’altra  equazione  Ì9x^yy—xx  — 
prefe  le  affifle  dal  cenno', yy—%ax  ^ xx  , prefe  le  alfilTe 
dal  vertice  B ; ed  ^7  = — lax  -^xx  y prefe  le  afllfle  dal 
vertice  C.  Per  la  quantità. s’intenda  un  qualunque 
piano  in  qualfivoglia  modo  complellb  y.  come  pure  per 
la  quantità  W ; e per  ficcome  pure  per  p s’intenda 
una  qualunque  linea  , di  modo  che  nelf  equazione 

aa-hffXyy  — itx  — aa—ff  farà  il  fcmialTc,  o 

bì/'  ab  

femidiametro  trafverfo  , e lu'aa-hjf  tutto  Tafle  , o dia- 
metro trafvcrfo  , ficcome  v'  bvab  il  femiaflc,  o ftmidia- 

X 2 metro 
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metro  conjugato  , e ab  tutto  l’affe  , 0 diame- 

tro conjugato  ; nell’ equazione  a'yynxx^a^  farà^a^il 

tic  C . t 

femiafle  , o femidiametro  trafverfo  , e il  conjugato  ; 
nell'equazione  xx^bxzzbyy  farà  b il  femiafle,  o fcmi- 

diametro  trafverfo,  e r+»*  il  parametro;  nell’equazio- 
ne 2yy aa^bbzz XX  — aa-i-hb  farà  z\/aa-‘bb  Taflc,,© 

h 

diametro  trafverfo,  a—b  \\  parametro  ec. 

Se  le  oppofle  iperbole  foflero  diverfamente  porte  , 
come  nella  F/g.  49. , e fullo  rteflb  diametro  CB,  egua- 
le a , prodotto  fi  voleflero  le  x pofitivc  , e negati- 
ve dal  centro  A ( eflendo  HEzzzb)  , farebbe-» 
Tequazione  yy-bb—bbxx  , 

M ’ • ' 

122.  Nell’iperbola  frà  gl’ afintoti  ( Fig.  yo.  ) il  ret- 
tangolo di  una  qualunque  AB  prefa'  full’  afintoto  bB 
nella  BC  ordinata  parallela  all’  afintoto  MN  , o di 
AbXbc  (femprc  cortame , cioè  eguale  ad  un  rettan- 
golo noto;  c però  fatta  AB=x,  BC—y'^  ed  il  noto; 
rettangolo  —ab  , farà  xy—ab,  e prefa  Ab  negativa-.' 
• = — ar,  e bc  negativa  =—y  , il  rettangolo  di  AbXbc 
farà  pure  xy  ^ c però  xy  — ab  l’ equazione  femplidflìma 
delle  opporte  iperbole  frà  gl’  afintoti . E’  chiaro  , che.» 
l’equazione  —xy—ah^  o xy  — — ab  fervirà  per  le  iper- 
bole opporte  negl’ angoli  BAM,  bAN y eflendo  fempre 

una 
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una  delle  coordinate  politiva,  c l’altra  negativa,  e però 
il  loro  prodotto  negativo  . 

123.  Nell’EIlilTì  ’CEBH  ( Fi^.  51.  ) prefa  dal  cen- 
tro jì  una  qualunque  AD  full’ affé  o diametro  trafverfo 
CB^  e condotta  DAf  parallela  all’ affé  o diametro  con- 
iugato EH,  deve  effere,  per  la  nota  proprietà,  il  ret- 
tangolo di  CDX  DB  il  quadrato  di  DM,  come  il  qua- 
drato dell’ affé  o diametro  trafverfo  CB  al  quadrato  del 
coniugato  HE.  Adunque  chiamata  CB—ia,  HEzzib, 
e.  dal  centro  A prefa  una  qualunque  AD—x^  e fatta_. 
DAf  pofitiva  —y,  DAf  negativa  =— /,  farà  CD=<j-k  v, 
DB~a  — x , e però  aa  — xxy  yy  ::  ^aa  y ; cioè 
aavr=aa  — XX  . E prefa  Ad  negativa  =— a? , c le  ordU 

nate  , come  fopra  , farà  Bd  zz  BA  + Ad  — a—x  , 
dC^AC—Adzza-^Xy  e però  il  rettangolo  di  BdXdC 
farà  pure  aa  — xx  , onde  medefimamentc  avraffi 
aa^xxzzaayyy  equazione  fetnplicifliraa  delI’elIilTì,  prefe 

~ hk  ■ 

le  affiffe  dal  centro  ; e fe  fi  prenderanno  le  affifie  dal 
vertice  C,  avraflì  l’ analogìa  2jv  — _yj/:;4w,  46^;  e 
però  l’equazione  aayy  — tax  — xx . 

kb 

E’ anche  proprietà  nota  dell’Elliffi,  che  gli  fieflì  ret- 
tangoli fieno  ai  quadrati  delle  corrifpondenti  ordinato  , ‘ 
come  l’affe  o diametro  trafverfo  al  parametro  ; adunque 
chiamato  effo  parametro  =:/>,  ed  il  rimanente,  come  fo- 

pra. 


Digitized  by  Google 


i66  INSTITUZIONI 

pra , farà  aa~-kx,  yy::ta,  p;  c però  2ayy—aa-~xx, 

f 

equazione  femplicifllma  dell’elliffi  riferita  al  parametro , 
prefe  le  affiffe  dal  centro;  c prefe  le  aflìlTe  dal  vertice  C , 
farà  l'equazione  dell’ellifli  riferita  al  parametro  layy^z 

p 

2ax  ^ XX  . 

Se  i due  affi  foflero  eguali  tra  loro,  nel  qual  cafo  fo- 
no anche  eguali  al  parametro,  l’una,  c l'altra  equazione 
farebbe  yy=aa  — xx  , prefe  le  affiflè  dal  centro  , c 
lax^xx—yy  , prefe  le  affifse  dal  punto  C.  Ma  parlando 
di  affé,  e non  di  diametro,  gl' angoli  delle  coordinate-, 
fono  retti , quindi  l'elliffi  palla  ad  effere  un  circolo  del 
raggio  -a. 

La  offervazione  fatta  nelle  iperbole  intorno  alle  quan- 
tità date  aa^bb,  la,  e p,  rifpetto  a’  diametri , e parame- 
tro , fi  faccia  egualmente  ncU'clliffi,  fenza  altro  ripetere 
le  cofe  da  fe  troppo  chiare . 

124.  Nelle  equazioni  adunque  dell'iperbole  , e dell* 
cUiffi  riferite  agl'  affi , o diametri  , prefe  le  affiffe  dal 
centro , come 

aayyzzxx  — aa^ 

~bS~ 

aayy—aa  — XX  y 
’bb 

la  radice  quadrata  del  termine  coflante , cioè  di  aa , farà 
fempre  il  feraiafse , o femidiametro  trafverfo  ; e fe  il  coef- 
ficiente del  quadrato  dell* ordinata  è lo  ftefso  termine  co- 
llante 
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flante  divifo  per  una  qualunque  quantità  data  , la  radi- 
ce di  quello  divifore  è fenapre  il  femiafTe  , o femidia- 
metro  conjugato  , cioè  la  radice  di  bb  ; ma  fe  eilb  coef- 
ficiente non  è tale,  vale  a dire  non  contiene  nel  detto  mo- 
do il  termine  collante,  il  femiafle  o femidiametro  conju- 
gato è diverfo  . Cosi  nell’  equazione  , per  efempio , 
ff'-’yzzxx  — aa  il  femialIc,o  femidiametro  tralVerfo  è iem- 

bb 

pre  bensì  <7,  ma  non  è ^ il  conjugato  . Per  ritrovarlo  fi 
faccia  l'analogia  ; Come  il  numeratore  del  coefficiente 
del  quadrato  dell'ordinata  al  denominatore  , cosi  il  ter- 
mine collante  al  quarto  , la  di  cui  radice  farà  il  fcmialTe, 
o femidiametro  ricercato  ; nelle  equazioni  poi  dell’ellilfi , 
c dell’iperbole  riferite  agl’alfi  , o diametri , prefe  le  aflìf- 

fe  dal  vertice,  come  aayy-iax—xxyoayy—xx^iaxf 

~bT  TT 

aayy—xx  4-  2aXf(^rk  il  fcmialTe,  o femidiametro  trafverfo 

hto 

la  metà  della  quantità,  che  moltiplica  l’incognita  alla^ 
prima  dimenfione  , ed  il  conjugato  , come  fopra  ; avver- 
tendo , che  quando  il  coefficiente  del  quadrato  dell'ordinata 
non  fia  il  quadrato  dell*  alfe  , o diametro  trafverlo  cosi  ri- 
trovato; l’analogia  per  il  femialse,o  femidiametro  conju- 
gato farà:  come  il  numeratore  del  coefficiente  del  quadrato 
dell' ordinata  al  denominatore,  cosi  il  quadrato  della  metà 
della  quantità , che  moltiplica  l’incognita  alla  prima  di- 
menfionc , al  quarto  ; e la  radice  di  efso  quarto  propor- 

zio- 
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zionale  farà  il  femiafse,  o femidiametro  conjugato. 

Nell’equazione  adunque  dell’iperbola  a» 

ih  ' 

farà  il  femiafse,  o femidiametro  trafverfo  ed  il  con- 
jugato = . Ed  in  fatti,  poiché  deve  efsere,  per  la  proprie- 

T 

tà  della  curva,  il  rettangolo  della  fomma  nella  differenza 
del  femiafse,  o femidiametro  tralverfo , e dell’ affifsa  al 
quadrato  dell’ordinata  , come  il  quadrato  del  afse,  o dia- 
metro trafverfo  al  quadrato  del  conjugato,  farà  xx^aa  , 
yy::/[aa,  ^ahb , o fia  ^ayy  Xjf^xx^aa,  cioè  #yy= 

ff  i^a  ai b bb 

XX  — aa,  equazione  propoffa  . 

Cosi  nell’equazione  abyy—aa  — xx  farà  il  femiaflc  , 

et 

o femidiametro  trafverfo  —n , il  conjugato  —i/'acc.  Nell’ 

T~ 

equazione  xx  — tax—hbyy  farà  il  femìaffe,  o femidiame- 

cm 

tro  trafverfo  il  conjugato  —^\/cm.  Nell’equazione 

T 

aa  bbX  yy—xx  — bb  farà  il  femiafle  , o femidiametro 

CC 

trafverfo  = J , il  conjugato  ec. 

aa  — bb 

125.  Se  le  equazioni  fono  riferite  ai  parametri,  come 

^ayy  -aa—xx^  rayy  — xx ~ aa^  prefe  le  affiflc-. 
t P 

dal 
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dal  centro , o 

rayy  — rax  — xxy  zayy  — lax  +-  xXy  layy  :=  xx'^  lax  , 

p p ” *~7~ 

prefc  le  aflìtFe  dal  vertice  ; farà  fempre  nelle  prime  il  fe- 
mialTe , o femidiametro  trafverfo  la  radice  del  termine  co- 
llante , e nelle  feconde  la  metà  del  coeiEcientc  dell*  inco- 
gnita alla  prima  dimenfione  , ed  il  parametro  farà  fempre 
la  quantità  del  denominatore  del  coefficiente  del  quadra- 
to dell’ordinata,  quando  il  numeratore  del  detto  coeffi- 
ciente nelle  prime  fia  il  doppio  della  radice  del  termine-, 
collante  , e nelle  feconde  fia  eguale  alla  quantità , che 
moltiplica  l’incognita  alla  prima  diraeafione  ; ma  quando 
il  detto  numeratore  non  abbia  le  accennate  condizioni , 
farà  il  parametro  la  quarta  proporzionale  del  numeratore, 
del  denominatore  , c dell’aflc  , o diametro  trafverfo. 

Nell’equazione  adunque  all’elliffi'^^j  — = farà  ' 

* . ’T~ 

rafie  , o diametro  trafverfo  = 25  , il  parametro  —’iac  . 

Ed  in  fatti , poiché  deve  effere  , per  la  proprietà  della-, 
curva  , il  rettangolo  della  fomma  nella  differenza  del  fe- 
miafie  , o femidiametro  trafverfo,  e dell’  affifia  al  quadra- 
to dell’ordinata , come  l’afie,  o diametro  trafverfo  al  pa- 
rametro, farà  aa^xx^yy  ::  2j,  lac;  chk  byy  = aa— xx, 

b c 

l’equazione  propofia  . Nell’  equazione  xx—aa  —'iyy,  all’ 

4 

Y ipcr- 
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iperbola  , farà  raflTc  , o diametro  trafvcrfo  = w , il  para- 
metro = 8|*  . Nell’  equazione  all’  iperbola  xax  4-  xat  = 
ì 

^b—cXyy  farà  la  l’aiTc , o diametro  trafvcrfo  , c 24»» 

m ^ — t 

il  parametro  . Nell’equazione  all’cllifll  aa—bb—xx'=:byy 

e 

farà  l’alTc  , o diaraaro  trafvcrfo  = %\^aa-^bb^  il  parame- 
tro = rcv'aa  — bb  ^ fuppofla  a maggiore  di  perchè  altri- 
T 

menti  la  curva  farebbe  immaginaria  . 

I Suppofte , c bene  intefe  quefte  tali  cofe , è facile 
la  corruzione  delle  equazioni  più  complicate  de'  luoghi 
alle  fezioni  coniche  , e ciò  col  ridurre  l’equazione  com- 
plicata ad  una  fcmplice  e primaria  delle  fpiegate,  quindi, 
dalla  fezione  del  cono  fuppofla  la  deferizione  di  quella  , 
pafTare  alla  collruzione  della  propolla  . 

E per  procedere  con  chiarezza  dilìingucrò  in  tre 
clalfi  tutte  le  equazioni  alle  fczioni  coniche  , intendendo 
delle  compofte  ; dirò  della  prima  clafle  tutte  quelle , che 
contengono  il  quadrato  di  una  fola  delle  incognite  , ed  il 
rettangolo  delle  coflanti  nell’  altra  incognita , come  per 
• efempio  ax^ah—yy  ; ed  altresì  dirò  della  prima  fpecie_» 
tutte  quelle  , che  contengono  i rettangoli  delle  incognite 
fra  loro  , e nelle  collanti , ma  non  anno  il  quadrato  nè 
dell’ una,  nè  dell’altra  incognita;  come  xy  -frax—  aa  — ay^ 
«iTcndo  i fegni  comunque  fi  vuole  , il  che  s’intenda  dell’ 
altre  due  fpecie  ancora  rifpetto  ai  fegni . Della 
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Della  feconda  fpccie  chiamerò  quelle , nelle  quali 
cITendo  il  quadrato  di  una  , o di  ambe  le  incognite  , ed  i 
retungoli  di  una  , o di  ambe  effe  incognite  nelle  collanti , 
non  vi  fia  il  rettangolo  delle  incognite  fra  loro  , corno 
XX  ^rax  — ny  ■<t‘by  y o xx -‘ìhx—jj  ay  ax . 

Della  terza  fpecie  fono  quelle , nelle  quali  vi  c il  ret- 
tangolo delle  due  incognite  tra  loro , e gli  altri  termini  in 
qualunque  modo  , come  xx  -t-  rxj  +-  lyy  = aa  xx -t~  bx . 

127.  Per  riconofeere  , e collruire  le  equazioni  della 
prima  fpecie  , fa  d’uopo  mettere  in  ufo  una  follituzione , 
la  quale  è di  porre  l’incogniu  , che  non  à il  quadrato  , 
più  o meno  ( fecondo  i fegni  ) una  collante  , eguale  ad 
una  nuova  incognita , e cosi  ridurre  l'equazione  ( repli- 
cando , fe  bifogna  , la  detta  follituzione  ) all’  cfpreffiono 
più  fcmplice,  acciò  poffi  facilmente  conofcerlì,e  coflruirfi 
il  luogo  della  detta  equazione , come  fi  vedrà  nei  feguenti 
Elcmpj . 

E S E M P I O I. 

Sia  ax-ìr  ab  ~yy , e fia  dato  fangolo , che  fra  loro  de- 
vono fare  le  coordinate  . Poiché  ax-i-ab  è aX* -h  b ^ i\ 
faccia  x-^b—Zy  dunque  follìtucndo  farà  az  —yy.  Parabola 
Apollonia'na . 

Alla  indefinita  come  diametro,  col  parametro  ~a 
fi  deferiva  la  parabola  apolloniana  CACy  (Fig.j2.)lc  di  cui 
coordinate  AB,  B C comprendano  il  dato  angolo,  indi 

Y 2 Ha 
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fuy^DnJ;  prcla  una  qualunque  AB~tf  faràBC^y, 
ma  perche  abbiamo  , per  la  Ibilituzione , — è,,farà 

DB  la  X.  L'origine  adunque  delle  aflìlfe  x farà  il  punto  D, 
prefe  verfo  M le  pofuive  , verfo  A le  negative  , e le  cor- 
rifpondemi  ordinate  pofuive  , e negative  faranno  le  y . 

Se  l’equazione  propofla  folle  Hata  ax  — àb—yy  , s’av- 
rebbe fatta  la  foftituzione  x ~-hzzz,t  però  x — z-^b.  In 
quello  cafo  » prefa  nel  diametro  prodotto  AEzzb  , e fatto 
il  rimanente  come  fopra,  il  punto  £ farebbe  l’origine-» 
delle  ,v . . , 

E S E M P I O ' 1 1, 

Sia  l’equazione  xy^ax  — aa  — ay;  fi  faccia  y-t-aziz  , 
e foflitucndo  in  luogo  dìy  il  valore  z-- j,avrafll  zx-t-az::z 
— zaa,  e facendo  un’altra  foHituzione  di  Ar4-a=p,farà 
fz  — zaa  , Iperbola  Apolloniana  fra  gli  Afintoti . 

Comprendano  le  indefinite  AfAf,  FF  l’angolo  dato 
delle  coordinate;  (F/g.  53.)  c fra  gli  afintoti  MM^  FF  fi 
deferivano  le  due  oppofte  iperbole  del  rettangolo  collante 
=:  laa . Prefa  una  qualunque  AC—p,td  ordinata  la  C E paral- 
lela ad  AM,  farà  effa= z , ma  per  la  fóflituzione  fi  à * =p  — <7, 

dunque  fatta  = farà  BC=.v  ; c perchè  fi' à pure  per 
l’altra  foflituzione  z:  z — , {M.3.ANzza,  c condotta-. 
NH  parallela  ad  FF,  farà  DE-y.  Tirata  adunque  Bj^ 
parallela  ad  ANy  farà  Q il  principio  delle  x , coficchè  ad 
una  qualunque  alfilTa  QD-x,  corrifponderà  l’ordinata-. 
D£=>  pofitiva  tra  il  punto  f?  , ed  il  punto  F,  e negativa 
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di  là  dal  punto  P , come  UHI.  Ma  quando  fi  prenda  p 
minore  di  a , cioè  A C minore  di  AB  , allora  comecché 
x—p—  a,  farà*- negativa, cioè  verfoiV,e  adelTa  corrifpon- 
dcranno  le  ordinate pofiiive.Ghefe  fi  prenda  p negativa 
eguale  , per  efempio  , ad  AT,  farà  x negativa  , ed  egua- 
le a O , e la  ^ negativa  — OE  . Se  l’ equazione  foifc-* 
xy-*-axzzaa-*-ay  y o pine  xy  ax  = — aa  — ay  y o quella-. 
xy  — ax  —aa—  ay  y o l’altra  xy~  ax  — — aa+-  ay  , le  due_> 
prime  farebbero  divifibili  pcr^^  -t-a,  e fi  avrebbe  x = ±a; 
le  due  altre  farebbero  divifibili  per^  — rt  , e fi  avrebbe.» 
x=+la,  e però  non  farebbero  efle  luoghi , ma  equazioni 
di  problemi  determinati . Ma  fc  fofTe  xy  — axzzaa  -h  ay  y 
la  prima  follituzione  farebbe  y — a — z,  quindi  l’equazione 
zx  ■— az  = 2aa  y ed  in  confeguenza  la  feconda  follituzione 
farebbe  x — a—py  onde  finalmente  l’equazione  zp—  zax  , 
c però  in  quello  cafo  alle  coordinate  p , z dovrebbefi  aggiun- 
gere la  quantità  =:  a per  avere  le  x cd  y;  adunque  prefa 
da  A verfo  F la  = c fatta  RG  parallela  ad  MN , 
cd  = a,  indi  per  lo  punto  G condotta  GT parallela  ad  FP, 
farebbe G l’origine  delle x, eie corrifpondenti  ordinate  le)». 

Se  folTe  l’equazione  xy-t-ax—  — aa-hjyy  le  follitu- 
zioni  farebberoj»-»-<j=:z,  X — che  ci  darebbero  l’e- 
quazione pz-  — zaa  . 

Si  deferivano  le  ilelTe  iperbole  , ma  negli  altri  due 
angoli , per  eflere  negativo  il  rettangolo  coflantc  laa  , e 
fieno  le  iey  ie"y  prodotta  GR  in  Ly  farà  L l’origine  delle 
X pofìtivc  e negative,  e fulla  retta  LQ  prodotta  d’ambe 

le 
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le  parti  infitlcranno  le  ordinate  y , cioè  negative  da  N 
verfo  H,  pofitivc  da  tV  al  punto  i , e di  nuovo  negative 
oltre  il  punto  i . 

Che  fc  folTe  xy  — axzz  — 03  — ay  , le  foftituzioni  fa- 
rebbero y — a ~Zytò  x-f  a—p  . Defentte  adunque  le  me- 
defime  iperbole  ie  , e prodotta  QB  in  ^ , farà  q l’origine 
delle  X , e fopra  TTinfitleranno  le  ordinate  y . 

Se  nelle  equazioni  fo(Te  negativo  il  termine  xy  , Ci 
renda  pofitivo  colla  trafpofizione  de*  termini , 

La  diverfità  delle  folbtuzioni , e della  pofizione  delle 
coordinate  , che  nafee  dalla  diverfa  combinazione  de’  fe- 
gni  nelle  propofle  equazioni , e che  qui  fi  è confiderata_, 
s’intenda  di  doverli  confiderare  anche  in  apprclTo  , il  che 
ommettetò  per  brevità . 

Sin  qui  6 fuppolio , che  le  coflanti  dell’  equazione 
fieno  tali  , che  diano  luogo  alle  accennate  foliiiuzioni , 
che  fe  tali  non  foflcro,  come  per  efempio,  fe  folle  l’equa- 
zione 00  —bx=yy  yiì  faccia  e fi  avrà  bc  — bx=yy, 

c la  foftituzionc  da  farfi  farà  c — x eguale  ad  una  nuova_ 
incognita  . Cosi  fe  foffe  abb  + -cx=yy  , fi  faccia  bb—  cf, 

m 

onde  fia  l’equazione  acf-k-cx-yy  , e fi  ponga  indi 

m m 

eguale  ad  una  nuova  incognita  . 

Se  fofie  oax  — bbx  +-m'-=.  yy  , fi  faccia  oa  — bb:zcc, 

a 

cd  m'~ccff  e farà  ccx+-ccf~yy  ; e cosi  dell’ altre  fimili. 

è 

128. 
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1 18.  Per  ridurre , e collruire  le  equazioni  della  fe- 
conda fpecic  ; polli  da  una  parte  del  fegno  d’egualità  col 
loro  ordine  tutti  i termini , che  contengono  una  (lelFa  in- 
cognita , e dall’  altra  parte  tutti  gli  altri  parimente  col  lo- 
ro ordine , c fatto  in  modo  , che  nel  primo  membro  dell* 
equazione  il  quadrato  dell’  incognita  fia  polltivo  , e libero 
da’ coefficienti , e frazioni,  bifogna  allo  flelTo  primo  mem- 
bro ( ed  al  fecondo  ancora  , per  non  alterare  l’eguaglian- 
za ) aggiungere  il  quadrato  della  metà,  del  coefficiente  del 
fecondo  termine  , fe  fa  d’uopo,  onde  elTo  primo  membro 
fia  un  quadrato  ; quindi  porre  la  radice  di  elTo  quadrato 
eguale  ad  una  nuova  incognita  , la  quale  operazione  ripe- 
tuta nel  fecondo  membro  ancora  , fe  lo  richiede  , ci  darà 
^equazione  ridotta  alla  forma  feraplicilfima  , o ridotta  alla 
prima  fpecie  . 


ESEMPIO  III. 

Sia  xx'*-  lax  — ay-^rby  . Aggiunto  al  primo,  e fecon- 
do membro  il  quadrato  aa  , farà  effi  xx  +•  zax  4-  aa  — aa 
ay  '-t-by  y e però  ponendo  x -t-  a— z,  averaffi  zz  — aa-i-ay-^ 
by,  che  è ridotta  alla  prima  fpecie;  adunque  fatta  a^h—'y 
cd  aa—cfy  farà  cf-^cy—zZy  e polla farà  zz—cpy 
equazione  alla  Parabola  Apollonìana  . 

Col  parametro  = f = al  diametro e con  le 
coordinate  nel  dato  angolo  fi  deferiva  la  parabola  CAC.  ( Fi^. 
54.)  Prefa  una  qualunque  afllTa  la  zpofitivac  nega- 

tiva 
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tiva  farà  B C ; ma  perchè  > =:  p — cioè  — ao»  prcfa-» 

DB=y,  ed  a cagione  della  foftituzioneJ 

a + b 

4- /j=z,  dal  punto  D alzata  parallela  a BC  la  DH^ a , 
che  farà  terminata  dalla  parabola  in  H,  (come  fi  vedrà  fa- 
cilmente folìituendo  in  luogo  della  p nell’  equazione  ri- 
dotta sz  — cp  il  valore  ó\  AD  zz  aa  = , imperocché  farà 

fl+ A e 

zz-aa,  e però  DH=z=a)  e condotta  per  lo  punto  H 

la  parallela  0£  al  diametro  , farà  HE—DB—p  —^*=7, 

«+* 

ed  in  confeguenza  EC ~ z — a — x pofitiva  , e negativa-. 
quando  fieno  pofitive  le  afliflè  ; ed  alle  afliffe  negative  , 
cioè  prefe  da  H vcrfo  0 , corrifponderanno  ambe  le  or- 
dinate negative  . 

esempio  IV. 

Sia  XX +■  ibx—yy  — ay . Aggiunto  il  quadrato  delIjL-. 
metà  del  coefficiente  del  fecondo  termine  , cioè  bb  , farà 
^ zbx  +•  bb  — yy  — uy  bb  y c fatta  x +■  b — Zy  averaffi 
zzzz  yy  — ay^bh  y cioè  zz - bb'-yy - , ed  aggiunto  il 

quadrato  della  metà  di  a , farà  zz-bb-k-ajt  -yy  -ayt-aa\ 

4 4 

pofia  dunque  y 1 farà  zz -bb -h  ^ = pp  y e fuppo 

i 4 

fio  hb  maggiore  di£i, facendo  bb  —^-mwyhxk  zz  - nmf=ppy 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE.  177 

Iperbola  equilatera  con  i femidiameirì  nw,  prendendo  Ici 

affine  dal  centro  . 

Nella  indefinita  3 D fi  prenda  BG  — im  — 

4 

è divifa  egualmente  in  A ; col  centro  A , col  femidiamc- 
tro  trafverfo  — AG  eguale  al  coniugato  , e con  le  coordi- 
nate nel  dato  angolo  fi  deferivano  le  due  oppofte  iperbole 
equilatere  (F/g.  55.);  una  qualunque  affifla  Dpoll- 
tiva  e negativa  r:  z , le  corrifpondenti  ordinate  D H faran- 
no le  p pofitive , e negative , e perche  per  la  fofiituzione  fi  i 
x = z — b ; prefa  AE—b,  farà  ED  = Xy  ma  effendo  per 
l’altra  fofiituzione  4-  a , dal  punto  £ condotta  E 0 = a 

parallela  all’  ordinata , che  terminerà  alla  curva  nel  punto 
O , c per  lo  punto  0 la  indefinita  K K parallela  al  diame- 
tro BG  , farà  KH=p-h  -^a=y.  Sarà  adunque  il  punto  0 
l’origine  delle  x affific  fulla  retta  KK,  alle  quali  prefe  po- 
fitive  corrifpondono  due  ordinate  y , una  pofitiva  , e l’al- 
tra negativa  ; e prefe  negative  , ma  non  maggiori  di  EG , 
corrifponderanno  due  ordinate  pofitive  ; prefe  negativo 
c maggiori  di  £G  , ma  minori  di  £B  , le  ordinate  y fa- 
ranno immaginarie,  e prefe  negative  maggiori  di  EB  , 
e minori  di  £/,  fatta  BI=GEy  faranno  due  ordinate  po- 
fiiivc  , e finalmente  un’ordinata  pofitiva  , e negativa  l’al- 
tra , quando  l’affifie  negative  fieno  maggiori  di  E7 . 

Qui  devefi  avvertire  , che  la  radice  del  quadrato 
yy  — ay+  aa  non  è folo y — è pure ^ , e però  le 
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follituzioni  dovrebbero  efler  due  , cioè  unto  di y — p , 

quanto  ciò  non  oilante  però  , e. nel  prefente 

2. 

efetnpio,  ed  in  altri  in  appreffo  della  prima  fola  mi  fervo» 
perchè  confiderandofi  nelle  collruzioni  la  nuova  incognita 
p in  fenfo  e pofitivo,  e negativo  , vi  fono  comprefe  quelle 
determinazioni  ancora,  che  ci  darebbe  l'altra  foftituzione, 
che  però  rimane  fuperflua  . 

Se  la  quantità  bb,  che  ó fuppofta  maggiore  di  aa  i 

4 

folTe  all’oppofto  minore , il  luogo  farebbe  alle  ftclTe  oppo- 
ne iperbole  , mutandofi  folo  le  veci  delle  coordinate  , e 
delle  collanti;  cioè  farebbe  Tequazione  finale  zz  zzpp^tnntf 
la  di  cui  coflruzione  qui  fi  ommette  , per  non  clfer  divet- 
fa  dalla  precedente  , fe  non  che  i femidiametri  fono  ia^ 

quello  cafo  eguali  ciafeheduno  ìdhyaa—bb—m.  Se  folle 

4 

poi  bb  — aa,  il  luogo  farebbe  alla  linea  retta  , come  è 

4 

chiaro . 

1 2p.  Per  riconofeere  , c collruire  le  equazioni  della 
terza  fpecie  ; fa  d’uopo , pollo  da  una  parte  del  fegno 
d’egualità  il  quadrato  di  una  delle  incognite  refo  pofitivo  j 
e libero  da  frazioni  , e coefficienti  con  il  rettangolo  delle 
flelTe , c dall’altra  parte  il  rimanente  de’  termini,  aggiun- 
gere al  primo  membro  (e  per  confeguenza  al  fecondo  an- 
cora ) tale  funzione  dell’altra  incognita  , onde  elTo  primo 

mem- 
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membro  fia  un  quadrato , indi  porre  la  radice  di  cflb  egua- 
le ad  una  nuova  incognita , e fare  la  fodituzione,  con  che 
averaiTt  l’equazione  ridotta  all’  efpreOlone  più  feroplice  , o 
ad  una  delle  due  fpecie  di  fopra  , 

Cosi  nell’  equazione  , per  efempio  , zz  — ibzy  z=  ay 

A 

aggiungendo  bbyy  ad  ambi  i membri , farà  il  primo  raem- 

aa 

bro  un  quadrato  , la  di  cui  radice  z — iy  fi  ponga  eguale^ 

ad  una  nuova  incognita  / , e fatta  la  follituzione  , farà  l’e- 
quazione pp—bbyy  ay  , che  c della  feconda  fpecie  . 

aa 

1 30.  Ma  devefi  avvertire  , che  alle  volte  quella  nuo- 
va incognita , che  fi  vuole  introdurre  , deve  clTcre  affetti^ 
da  qualche  coefficiente  collante,  altrimenti  farebbero  mol- 
to imbrogliate  le  collruzioni , e però  nell’equazione  , per 

efempio  , XX  ±.  2bxy  bbyy  —izfy±.  bx , il  di  cui  primo 

• •• 

membro  fenz’ altro  aggiungere  è già  un  quadrato  , che  à 
per  radice  xizh*  vi  fofle  il  termine  bx  jO  efien- 

a 

dovi , fi  volelTc  eliminare  efla  x dall’equazione,  col  porre 
in  luogo  della  x il  fuo  valore  cavato  dalla  follituzione  fat- 
ta , di  modo  che  folTe  efprefla  per  la  nuova  incognita  , c 
per  la  y con  le  collanti  ; fi  faccia  pure  la  follituzione 
x±.  by  — z . 

a 

Z 2 Ma 
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Ma  non  efTendovi  il  termine  fy  ^ o fe  eflendovi  fi 
voltfTe  elini'nare  la  y , fi  deve  fare  la  foilituzione 
xÌL  hy—bz  . E COSI  ril'pettivamente  fe  t equazione  foilc 

a a 

yy  i +■  bhxx—±.fy  t bx  ; non  effendovi , o volendoli 

a aa 

eliminare  il  termine /y,  fi  faccia  la  fofiituzione  ^ i:  z ; 


ma  non  eflèndovi,  o volendofi  eliminare 
fi  faccia  la  fofiituzione^±^Ar=^z  . 


il  termine  hx  ^ 


Generalmente  non  efiendovi  nell’equazione  il  rettan- 
golo delle  cortami  nell’incognita  , per  cui  è fiata  ordinata 
l’equazione  , o fe  effendovi  fi  voglia  effa  incogniu  elimi- 
nare , fi  ponga  la  radice  del  primo  membro  egua’e  ad 
una  nuova  incognita  . Ma  non  effendovi  il  rettangolo  del- 
le cofianti  nell’altra  incognita,  per  cui  non  è fiata  ordina^ 
ta  l’equazione,  o fe  effendovi  fi  voglia  eliminare  cff*a  in- 
cognita ; fi  ponga  la  radice  del  primo  membro  eguale  ad 
una  nuova  incognita  moltiplicata  nella  metà  del  coefficien- 
te cofiante  del  fecondo  termine  del  primo  membro . 


ESEMPIO  V. 


Sia  l’equazione  yy^  7bxy+bbxx  — ex  . Si  faccia.* 

m Ma 

y ^ bx~Zy  c farà  l’equazione  zz  — cx  alla  parabola  apoi- 

a 

loniana  . Se  l’angolo  delle  coordinate  x,  y della  propofia 

equa- 
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equazione  non  fofTe  dato  , ma  fofTc  arbitrario  , farebbo 
chiara  la  coftruzione  del  luogo  ; imperciocché  fulU  retta.» 
indefinita  A B defcritto  il  triangolo ilofccle  ACD{Fig.  5tf.) 
colla  bafc  CD  — b^  cd  i lati  ACzzazzAD\  ed  al  diametro 
ABy  col  parametro  con  le  ordinate  parallele  a DC 
defcritta  la  parabola  apolloniana  dell*  equazione  ridotta  zz  = 
ex  ; prendendo  una  qualunque  affifia  AB—Xy  farebbe  BM~z\ 
ma  per  i triangoli  limili  ADCy  ABE  fi  i,EB  — bxy  ed  è, 

a 

per  la  foftituzionc  fatta,  yrrz — bx—EMy  c di  piu 

« 

AE—AB—x  ; dunque  fulla  indefinita  A E prefa  una  qua- 
lunque aflìfla  AE—Xy  la  corrifpondente  ordinata  EM  po- 
fitiva,  e negativa  farà  la  y dell’ equazione  propella. 

Ma  perchè  fi  fuppone  dato  l’angolo  delle  coordinate 
a nulla  ferve  la  fuddetta  cofinizione,  e però  fi  pro- 
ceda cos\  : Sulla  indefinita  AB  fi  deferiva  il  triangolo 
ACP  con  l’ angolo  ACP  eguale  al  fupplemento  del  dato 
angolo , che  devono  fare  le  coordinate  dell'  equazione  pro- 
polla  , e fia  AC—ay  CP  — b . Prodotta  AC  indefinita- 
mente , e prefa  una  qualunque  AE  — Xy  farà  ( fatta  KK 
parallela  sl  PC)  EH—bxy  quindi  fe  HK  folTe  , fareb- 

« 

be  £K=>»,  ed  AEy  EK  le  coordinate  Xy  y dell’equa- 
zione pfopofia,  e nel  dato  angolo;  ma  le  HK  non  polFo- 
no  effere  le  z dell’equazione  ridotta  cx=:zz,  quando  non 
fiano  ancora  le  afillTe  A H eguali  alla  x , e non  già  le  A E. 
Si  avverta  però  che  AH  farà  — A PX  x,  cioè  =/x  ( chia- 

ma- 
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mata  AP—f,  giacché  nel  triangolo  ACP  eflendo  dati 

il  lato  AC , \\  lato  CP,c  l’angolo  ACP  ^ è data  pure  la 

AP)  onde  la  curva  cosi  defcriita,  chiamando 

ed  HK  = z,  ci  darebbe  l’equazione  cfxzzzz^h  quale  fa-. 

a 

rebbe  appunto  la  noftra  ridotta,  fein  luogo  del  parametro 
c fi  avefie  defetitta  la  curva  col  parametro  ac  . Adunque 

7" 

per  coflruire  il  luogo  propoflo;  fulla  indefinita  AB  Ci  de- 
feriva il  triangolo  A CP  coi  lati  AC—a^CP—bt  e l’ango- 
lo ACP  eguale  al  fupplemento  dell’angolo  , che  devono 
fare  le  coordinate  dell’equazione  propolla;  indi  al  diame- 
tro col  parametro  , cioè  eguale  alla  quarta  pro- 

7 

porzionale  di  AP^  di  AC,  c del  parametro  dell’equazio- 
ne ridotta,  ( il  che  è generale  qualunque  volta  il  luogo  è 
alla  parabola  ) c con  le  ordinate  parallele  a P C fi  deferi- 
va la  parabola  apolloniana;  prefa  fulla  indefinita  A E una 
qualunque  AE~x,  farà  £K  pofiiiva  e negativa  —y,  e la 
curva  il  luogo  dell’equazione  propofia . Ed  in  fatti  farà 

7JK  eguale  al  prowlotto  del  parametro  in  AH,  cioè 
yy  4-  zbxy  +■  bhxx  ~ acfx—cx  . 

a aa  *f  ' 

Si  ufi  lo  ndTo  artifizio  nell’ altre  equazioni  all’iperbo- 
la  , ed  all’ellifli  rifpetto  ai  loro  diametri,  e paràmetri  ; 
con  la  fola  differenza,  che  in  quelle  il  diametro  trafverfo, 

0 coniugato  , fecondo  che  quello,  o quello  fi  deve  varia- 
re 
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re  ( e Ùrà  fempre  quello  , a cui  appartiene  il  trian- 
golo ACP)  farà  la  quarta  proporzionale  di  AC,  di  AP,q 
del  diametro  trafverfo , o conjugato  dell’equazione  ridot- 
ta ; ma  rifpeito  poi  al  parametro  , i quando  per  ellb  fra 
data  l'equazione  , variato  il  diametro  trafvcrfo  nel  modo 
detto,  farà  elTo  la  quarta  proporzionale  di  AP,A\  AC,  c. 
del  parametro  dell’equazione  ridotta;  che  fc  non  ài  dia- 
metro trafverlo,  ma  al  conjugato  appartenga  il  triangolo 
"ACP  (elTendo  data  l’equazione  per  il  parametro)  farà 
effo  la  terza  proporzionale  del  parametro  dell’  equazione 
ridotta,  e di  AP  , come  facilmente  fi  conofeerà  dagli 
'Efcmpj.„  , ,,  j 

- : ESEMPIO  VI. 

' f , . . . - . 

S\3i yy  -^  rbxy  hbxx  — bx  — re  — agi. Fatta  la  foflitu- 

a aa  * ' '*** 

zione  di  y +-  bxzzz,  farà  zz  — bx — cc  — tcz tbcx  , cioè 

4 * 4 . 

zz  -I-  2CZ  4-  ce  = ahx  4-  “iJjcx e fatta  di  puovo  l'altra  loilitu- 

"i'  i '■  <•  ; ■ . . :c' 

zione  z-^-c—q,  farà  finalmente  qq  — ah  zheV.  x,  e jua- 

» - a 

zione  alla  parabola  apolloniana . Ma  per  coflruirlà  relati- 
vamente alle  noflre  coordinate  x^  y:  fulla  indefinita  BH 
57.)  fi  cofiruifea  il  triangolo  BDC  coi  lati  ED -a, 
DC=b,  e con  l’angolo  B DC  eguale  al  fupplenaento  dell’ 
angolo  , che  devono  fare  le  coordinate  x,  y dell’equazio- 
ne propolla  ; fi  producano  ED  ,BC  indefinitamente , dal 

punto 
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punto  B fi  abbafll  Bji  parallela  a D C,  ed  eguale  a e,  indi 
col  vertice  al  diametro  A E parallelo  a £C,  e con  le 
ordinate  E P parallele  a CD  fi  deferiva  la  parabola  apollo- 
niana  P AP  col  parametro  —ab*-ibc  ( intendendo  per/ 

? 

la  nota  £ C),  e fulla  indefinita  £ F prefa  una  qualunque  af- 
fida BFzzXf  farà  BH^AE  — fx,  ed  EP  — q^  e però 

a 

H.P—q — c=2,  ed  FH=hx;  adunque  FP  — z — bx—y 

a M 

pofitiva,  e negativa  quando  Ila  x maggiore  di  £0,ed 
ambe  le  ordinate  negative  quando  fia  x minore  di  £0  . 

Se  nell’equazione  propella  il  rettangolo  icy  folTc  fia- 
to affetto  dal  fegno  pofitivo , allora  la  feconda  fofiituzione 
farebbe  fiau  z — c = ed  il  parametro  della  parabola 
eguale  ad  ab'^tbè^t  però  fatte  le  fieffe  _cofc,comc  fopra, 

a 

in  vece  di  condurre  £ H al  di  fopra  della  A E , diametro  , 
s’avcrebbe  dovuto  condurla  al  di  fotto,  e fopra  di  ellà_* 
fare  il  triangolo  BDC^  come  mollra  la  Fìg.  58.  Che  fc  in 
oltre  foffe  fiato  negativo  il  termine"  la  prima  fofti- 

tuzione  farebbe  fiata  y — » c però  y=z-t-bx  . 

« a 

Adunque  in  quefio  fuppofio  si  rifpetto  alla  Fig.  57.  , co- 
me alla  58.  il  triangolo  £DC  dovrà  farfi  al  di  fotto  delli 
£H,  com’ è BdC,  quindi  prefa  fopra  Bd  prodotta  una 
qualunque  Bf=x,  iiik  JP-y,  avvertendo  però  , che  in 

^ li  f .. ..  quello 
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qucfto  calo  l’angolo  BdC  non  dovrà  farfi  eguale  al  fupple- 
mento  , ma  allo  fteflb  angolo , che  devono  fare  le  coordi- 
nate deir  equazione  . 

ESEMPIO  VII. 

Sia  XX  + 2^xy  +-  %y  = ex -h  eh  . Fatta  la  foftituzione 

a aé 

X 4.  i>y=l>z  , farà  bbzz-cx-^cby  e facendo  x-+-  /;=/>,  farà 

a a aa 

zrrifljcp,  equazione  alla  parabola  apolloniana.  Sulla  inde- 
TT 

finita  fi  deferiva  il  triangolo  JPQ  col  lati  AP—  b y 
pQ  = a,c  l’angolo  A PQ  eguale  al  fuppleraento  dell’  an- 
golo , che  devono  fare  le  coordinate  dell’equazione  pro- 
pofia  (F/g.  5s>.),  e fi  chiami  al  folito  la  nota  AQ=f.  Si 
producano  ^ P, >4  i2  indefinitamente,  e fi  prenda  AH  — hy 
c fi  conduca  HB  parallela  a PQ.  Dal  punto  B fi  tiri  BD 
indefinita  e parallela  ad  ^P,  e col  vertice  A , al  diame- 
tro ACy  col  parametro  = aaCy  e con  le  ordinate  CM  pa- 

tf 

rallele  n PQii  deferiva  la  parabola  MAM.  Prefa  una  qua- 
lunque AE^pi  farà  CMziz,  dunque  HE  , o fia  B D , 
farà  = X,  e DC=^(  per  i triangoli  fimili  APQyBDC) 

T 

dunque  DM~z-^~y  polltiva  , c negativa  , e le  B D , 

b 

D A/  le  coordinate  dell’equazione  propofia  . 

A a Se 
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Se  l’equazione  folfe  (lata  xx  +•  2bxy  +•  bbyy  — ex^cb, 

S 

fatta  la  flelTa  prima  follituzione  dell’equazione  anteceden- 
te , fi  avcr^bbe  bbzz  = cx  — eh,  e ponendo  x-~  b—p , zz— 

a a 

—aacp , che  è la  ftefià  di  prima  , nè  vi  è altra  differenza  , 
bb 

fe  non  che  nel  primo  cafo  fi  à x~p  — bf  ed  in  quello 
X — P+-  h'y  vale  a dire  , che  in  quello  cafo  il  vertice  della 
parabola  deve  elTerc  in  B , c l’origine  delle  x nel  punto  A 
prefe  full’indefiniu  AE . 

ESEMPIO  Vili. 

Sia  XX  +■  zbxy  +-  bbyy—  eh  — ex . Fatta  la  follituzionc 

a aa 

x-b-by—bZy  farà  l’equazione  bbzz  — eh — ex,  c polla  xz:p, 

a m 04 

farà  zz  — aacp , equazione  alla  parabola  . 

77“ 

Sulla  indefinita  AH  fi  deferiva verfo  H il  triangolo 
APQ  coi  lati  APzzb,  PQpa,  e l’angolo  eguale 
al  fupplcmento  dell’  angolo  , che  devono  fare  le  coordina- 
te dell’ equazione  propolla  (F/g.  ^o.),  e fi  chiami  la  nota 
AQ-f.  Si  produca  AP,  e fi  prenda  ^£=è,  e s’abbafli 
E H parallela  a P ; col  vertice  H al  diametro  HA  , con 

le  ordinate  CD  parallele  a Pi^ , e col  parametro  z:  aac  li 

Tf 

dc- 
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deferiva  la  parabola  apolloniaoa . Prefa  una  qualunque-» 

EB=p,  farà  AB  — b^p—XyBCzzax^  CD—Zt  dunque 

T 

B D=z  — ax—y  pofitiva  , e negativa , prendendo  x tra  i 

T 

punti  ed  0 , ed  ambe  le  ordinate  / negative,  prenden- 
do X oltre  il  punto  0.  Prodotta  indefinitamente  nella  par- 
te oppofta  al  punto  E la  retta  AE^c  prefa  una  qualunque 
Eb~p  pofitiva  maggiore  di  AE,  farà  = 6 — , 
quantità  negativa , onde  in  quello  cafo  le  x negative  fa- 
ranno da  A verfo  e , e le  pofitive  di  A verfo  £ , ed  alla 
medefima  x negativa  corrifponderanno  due  ordinate  bD, 
bD  eguali  ad  y , pofitiva  l'una , e negativa  1‘ altra . 

Se  in  quelli  due  ultimi  Efempj , ficcome  negl’ altri , 
che  verranno  in  apprelTo,  il  rettangolo  delle  due  coordina- 
te fofle  affetto  dal  fegno  meno,  vi  fi  faccia  fopra  la  confi- 
de razione,  che  fi  è fatta  al  fine  dell’Efempio  5.,  il  che  balli 
d’avere  una  volta  avvertito . 

ESEMPIO  IX. 

Sia  //—  ibxy  -t-  bbxx—xx—aa  . Fatta  la  follituzione 

« aa 

d\y  — bx  — z , farà  l’equazione  zz—xx-^aa  all’iperbola  . 

Sulla  indefinita  E£  fi  deferiva  il  triangolo  ACHy  e fia- 
AC—ay  CH—b  y c l’angolo  ACH eguale  al  dato  angolo 
delle  coordinate  dell’equazione  propolla.  Si  produca  in- 

A a 2 defi- 
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definitameute  AC  d’ambs  le  parti  del  punto  A.  Col 
centro  A^  col  femidiametro  trafverfo  AH=f,  col  coniu- 
gato = a fi  deferivano  le  oppofle  iperbole  con  le  ordinate 
parallele  a CH  ( tfl.)  . Prefa  una  qualunque  AE  — x 
pofitiva  , farà  BE  — bx,  ma  ED  — Zy  dunque  BD  — z-i- 

a 

hx—y  pofiriva.  Prefa  poi  nell’ ipcrbola  l’ordinata  z nega- 

a 

tiva,  cioè  —EAI^  farà  allora  eguale  alla  difFeren/a  tra_. 
EB,ed  EM,  cioè  eguale  3.  BM;  e però  negativa  quando 
X Ila  maggiore  di  AO  . Adunque  ad  una  qualunque  adliTa 
polìtiva  maggiore  di  ^^0  corrifponderanno  due  ordinate  , 
una  pofitiva  , negativa  l’altra;  ed  ambe  le  ordinate  faran- 
no pofitivc  quando  ila  x minore  di  AO.  Ma  quando  fi 
prenda  la  x negativa,  cioè  dalla  parte  del  punto  Q ; allo- 
ra avvertafi , che  farà  QE  negativa  , imperciocché  farà 
l’ analogia  AC  (a),  CH  ib)  ::  AQ  ( — Jf),  Q^E::z  — bx, 

a 

adunque  fe  QE  = .—  l^f  prefa  z pofitiva  —ED,  farà 

a 

z^i-bx  = QD  — y pofitiva  , e prefa  z negativa  , farà 

a 

~z—  bx  zzfiM—y  negativa  . 

a 

ESEMPIO  X. 

Sia  yy-  3hxy  g^-hb;  aggiungendo  bbxx  , farà 

a 4C1 

yy  — ibxy  4-  bhxx—bb  — gAJ'At  4-  bhxx  , c fatta  la  follituzio- 

* aa  a aA  fi» 
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ne  y — ^ = z t farà  zz  — bhxx — gxx-fbb  , c ponendo 

• aa  4t 

bh — J^~?»»i,farà  zz^mmxx  bbtCÌok  zz — bbzzmmxxy 

04  «4 

equazione  all’  ipcrbola  . 

Sulla  indefinita  DD  Ci  deferiva  il  triangolo  ABC 
coi  lati  AB~a  , BC"=:b,  c l’angolo  ABC  eguale  all’an- 
golo , che  devono  fare  le  coordinate  dell’equazione  pro- 
pofta  (F/g.tfa.),  e fia  =/la  nota  AC.  Per  Io  punto  A fi 
conduca  l’indefinita  PP  parallela  a BC;  e col  centro  A , 
col  diametro  trafverfo  QQ  — zb^  col  conjugato  — zhf  pre- 

09 

fo  nella  retta  EH,  ai  vertici  Q»  iQ  fi  deferivano  le  due  op* 
polle  iperbole  HQH;  prefa  una  qualunque  AD:zxy 
e condotta  DH  parallela  a BC,  farà  EH=z  = AP  , c 
DE=^  ; dunque  DH=z+  bxzzy^  ck  AD,  DH  ùr 
• • 
ranno  le  coordinate  dell’ equazione  propofla  . 

ESEMPIO  XI. 

Sia  yy  +•  ibxy  ^bhxx  - :^xx  +-  bb  . Fatta  la  foflituzio- 

d a 

ne  di  y-t-^zzzi  farà  l’equazione  zz-zbxx-^bh  , cioè 

« 4 

TZ-r-bb—zbxx , zW'ì^ihok  . 

‘ I 

Sull’indefinita  AD  deferiva  il  triangolo  AEP  , 
i.Fig.  <T}.  ) e fia  AEzza,  EP=b,  e l’angolo  AEP  il 

fup- 
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fupplemcnto  dell'angolo,  che  devono  £are  le  coordinate 
dell'equazione  propofta  . Prodotta  d’ ambe  le  parti  inde- 
^niiamcnte  la  retta  AE  ^ e chiamata  al  folito  la  notéL. 
APzzfy  fi  deferivano  col  centro  A,  col  femidiametro 

trafverfo  Al^b  parallelo  a P£,  e col  paratnetro  =jf  le_» 

€ 

oppofte  iperbole  IC,  ic;  prefa  una  qualunque  AB—Xy 
farà  BD—bXfTniCD  — F A = z;dunquc  BC—z — bx~y. 
« « 

Prefa  z negativa  =DG  farà  BG= — z-^bx— — e però 

a 

alla  flefia  x pofitiva  corrifponderanno  due  ordinate  y , una 
pofitiva,  l'altra  negativa,  prefa  la  x fra  il  punto  ^ , ed  il 
punto  H;  prefa  poi  la  x fra  i punti  H,  ed  L,  faranno  ara- 
be le  ordinate  y negative,  e di  nuovo  una  pofitiva  , c-» 
negativa  l' altra , prefa  la  x maggiore  di  ^ L . 

Prefa  Ab  — — x , farà  (bd)= — bx  ,c  però  ef- 

« 

fendo  {dg)  = z,  farà(^^g)  =z — ® prefa  z negati- 

* a 

V»  =( de)  f farà  (bc)= — z-t-  bx= — y\  adunque  alla  fieffa 

a 

Ab  — x negativa  corrifponderanno  due  ordinate  una_. 
pofitiva,  l’altra  negativa,  prefa  la  x minore  d\  A b\  ambe 
faranno  le  ordinate  pofitive  fra  i punti  A,  ed  /;  e di  nuovo 
un'ordinata  farà  pofitiva,  e l’altra  negativa,  prefa  la  x 
maggiore  di  AlyC  però  le  iperbole  cosi  deferitte  faranno 
il  luogo  della  propofia  equazione  . 

ESEM- 
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Sia  yy  ~ ihxy  + hbxx—cc  — xx  + zhx  — bh  , Fatta  la_ 


foftituzione  y~-.bx  — z,  farà  zz—cc—xx-^zbx^bb  , e_. 
« 

fatta  l'altra  foftituzìone  x — b — p , farà  finalmente 
zz-cc-^ppy  equazione  alfellifll , c non  al  circolo,  quan- 
tunque ne  abbia  l'apparenza  , e la  ragione  fi  è , perchè 
non  fole  le  coordinate  /»,  2 non  formano  angolo  retto, 
ma  nè  meno  fono  in  angolo  tra  loro,  dovendo  l'una  efie- 
re  ACy  l’altra  BT,  come  fi  vede  nella  cofiruzlone,  che 
fegue  ; e però  fulla  indefinita  E B fi  deferiva  il  triangolo 
E D F ( Fìg.  <^4.  ) coi  lati  EDzza,  DF  — by  e l’ angolo 
EDF  eguale  all’angolo,  che  devono  fare  le  coordinate 
dell’equazione  propofta,  e fi  chiami  =/la  nota  EF.  Si 
producano  indefinitamente  ED,  EF,  c prefa  EP  — by  fi 
conduca  PA  indefinita,  e parallela  a DF,  e dal  punto 
A hi  AG  parallela  id  EP  . Col  centro  Aycol  diametro 
trafverfo  MN  — zefy  col  diametro  coniugato  R R parallelo 


a D F,  ed  = ir  fi  deferiva  l’ ellifll  MR  N R , prefa  una-, 
qualunque  ACzzp,  farà  EQzzxy  e però  BQ=bxy  ma 

4 

BTzzz,  dunque  QT-z-t-^—y^chEQ,  QT  le  coor- 

4 

dioate  del^  equazione  propofia. 


ESEM- 
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ESEMPIO  XIII. 

Sia  l'equazione yy hxy ■^xx-j-cy-^lx-.ai^—o.  Ag- 

4 

giunto  all'uno,  ed  all'altro  membro  il  quadrato  bbxx  ^ 

444 

farà  yy  bxy  +■  bbxx  ~bbxx  — xx  — Ix  ey  *■  ag  ^ c fatta  la 
a ^aa  40^ 

foflituzione  y ^ bx  — z y farà  zz  — bbxx  — ^aaxx  -+ 

IX  4«< 

bcx  — lalx  — cz-hag  , 

X a 

Sia  per  efempio  maggiore  di  , e fi  ponga_ 
bb  — ^az^  — m y e bc—  zal  = by  farà  , aggiunto  ad  ambi  i 

^aa  n 

membri  cc , zz  -hcz-hcc=:  — mxx  +•  bx -h  ag-t- ccy  c fatta-. 

4 4 ^ 4 

la  foflituzione  z-hc—py  ùvkppzz-^mxx-^bx-hag-t-ccy 
X n 7 

_ npp  4-  ff  4-  agXji—xx  — ) ed  aggiunto  all'  uno 

m 4 m » 

cd  all’  altro  membro  nnhb  , farà  — npp  +■  cc  ag  X 2. 

4mm  tn  ^ m 

nnbb  — xx-^nbx-^  nnhby  e fatte  finalmente  le  foflituzioni 

amm  m 4 tnm 

di  a:_  nb  — q , e di  ee  4-  jg  X w + -nnbb ~ ee  , fi  avrà  nppzz 

im  4 ’»  m 

zzee  — qqy  equazione  all’ellinì . 

Sulla  indefinita  JC  fi  deferiva  il  triangolo  ASF, 

iFig. 


! 
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^5.)  e fia  AS  = la,  SF=b,  e l’angolo  ASF  eguale 
al  fupplemento  deU’angoIo  , che  devono  fare  le  coordina- 
te dell’equazione  proporta,  e fi  chiami  f la  nota  AF. 
Sulla  AS  indefinitamente  prodotta  prefa  ARz^bn,  fi  tiri 

xm 

R Q indefinita  , e parallela  ad  SF,  e dal  punto  Q fi  tiri 
l’indefinita  QO,  e parallela  ad  A SyC  fi  faccia  QM—^Cy 
e per  lo  punto  M condotta  parallela  Sid  A Q^y  col  cen- 
tro M,  col  diametro  trafverfo  HF"—  efy  col  parametro 

a 

=4aem  fi  deferiva  l’vllilfi  HNFK;  prefa  una  qualunque.» 
/» 

RD~qy  farà  PN—py  e però^D=Af,  DCzzbx,CN=Zy 

la 

danciuc  DNzzz  — bx=y. 

za 

Qui  fi  noti , che  fe  l’angolo  delle  coordinate  foffe  tale, 
che  l’angolo  A FS  divenifle  retto , ed  in  confeguenza  l’an- 
golo AfPiV ancora,  allora  farebbe  45^1  — onde^ 
m zz  4aa  — bb— jf,  e però  farebbe  il  parametro  ^aemzzef, 

a 4«  a 4da  fn  a 

cioè  eguale  al  diametro  trafverfo  ; adunque  efTendo  di  più 
retto  l'angolo  MP  Ny  relliflì  paflerebbe  ad  efTere  un  cir- 
colo del  diametro  ef, 

a ^ 

131.  Rifpctto  alle  equazioni  dell’  iperbole,  che  fi  vo- 
gliano , o fi  debbano  cortruire  fra  gli  afintoti , fi  confidc- 
rino  tutte  comprefe  nelle  quattro  feguenti  : 


B b 


:.v.v 
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gxx  +-xy=ab±.mx±,tty, 
b 

— gxx  -i-xy^aBjrimxiiinyy 

~Z 

gxx—  xy  — ab±.mx±.nyj 
b 

— gxx  xy  — ab  iz.  mx  ±,  ny . 

~ b 

ESEMPIOXIV. 

Sia  in  primo  luogo  gxx  -i-  xyzzi^  -h  mx  -f-  , in  cui 

~b~ 

prendo  pure  poGtivi  tutti  i termini  dell’omogeneo  di  com- 
parazione . Fatta  la  foGituzione  gx-hyzzzy  averadi  zx  zz 

~T 

~mx+-  nz^ngx  4-  , e fatta  l’altra  foftituzione  z — w + 

~T~ 

ng  —p , farà  pxzznp-h  mn  -i-ab-^nng , c di  nuovo  fatta  la 
b b 

terza  foGituzione  farà  finalmente  pq  zi  ab 

firn  — mg  . Suppongo  , che  fia  ab*-mn  — nng  quantità  po- 

■ b ~b~ 

fitiva  . Sulla  indefinita  iVN,  al  punto  prefo  ad  arbitrio 
fi  deferiva  il  triangolo  ABC  coi  lati  ABziby  BCzig^  e 
l’angolo  ^BC  eguale  al  fuppleraento  dell’angolo,  che  de- 
vono fare  le  coordinate  dell’equazione  propofla;  e fi  chia- 
mi la  nota  A C—f.  Al  punto  A fi  alzi  A D parallela  a BC, 
cdzim^ngj  come  nella  Fig.66.  quando  fia  w_  ng  quan- 
~r  ~~b 

tiià 
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tità  pofitiva  ; e fi  abbaffi  A D,  come  nella  Fig.  quando 
fu  m — ng  quantità  negativa  , a cagione  della  foftituzionc 
b 

fatta  di  z — m*-ng—p.  Per  D fi  conduca  PP  indefinita  , 
T 

c parallela  ad  c filila  AB  prodotta  fi  prenda  AE—rtf 
c per  E fi  conduca  TT  parallela  i BC.  Fra  gli  afintoti 
PP , TT  fi  deferivano  le  due  opporte  iperbole  R R del 

rettangolo  collante  =ab-t-mn  — nngXfiCioh  il  quarto  pro- 

~b~  T 

porzionale  di  AB,  di  AC,  e del  rettangolo  collante  dell’ 
equazione  ridotta  ; prefa  una  qualunque  EQ  — q,  farà 

P M —fqy  e PR  — p,  e però  AQ=q-¥-n  ma  P N— 
T~ 

AD  — m — nz, , dunque  NR  ~p-*-m-.tig  = z,  c perchè 
~ T 

QN=gx,  farà  finalmente  QR  — z—gxzzy,  e le  due  AQ, 
~i~  b 

QR  le  coordinate  dell’equazione  propofia  . Prefa  x poli- 
tiva  , quando  Ila  minore  di  farà negativa;  quando 
fu  maggiore  di  A E,  e minore  di  0,  farà^  pofitiva;  e 
quando  fia  maggiore  di  ^4  0 , farà  y negativa . Prefa  x ne- 
gativa , allora  farà  quantità  negativa,  adun- 

b 

que  y — z—gx  farà  — NR  ^ NQ;  e però  quando  x nega- 

b 

tiva  fia  minore  di  AG,  farà^  negativa  ; c quando  ella  fu 
maggiore  di  AG  , farà  la^  pofitiva  . 

. Ma  fe  il  fecondo  termine  dell’ omogeneo  di  compara- 

Pò  2 zione 
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zione  fofle  negrJvo  , cioè  le  Tequazione  fo.Tc  ^y~ 

'b 

~ab-~  mx  -t-  ìiy  , allora  la  feconda  foftituzione  farebbe.»  ■ 

' Z-p  — m — nXì^  Tequazionc  ridotta  pq  — ab mn  — nn^- 
T b 

Supporto  adunque  , che  ab  — mn  — nnx  rta  quantità  pofili- 

~~b~ 

va  , deferitte  come  nella  Fig.  6-].  le  iperbole  H/l , ma  del 

rettangolo  cortame  ab  — nm—  nngXfyQ^idìAD  — m+-  ngt 

~~b~  T T" 

faranno  erte  nello  flertb  modo  il  luogo  dell’  equazione.» 
proporta  . 

Se  l’equazione  proporta  averte  l’ultimo  termine  affet- 
to dal  fegno  negativo;  cioè  fc  forte gacar  + xy  — ab±.  mx—  ny, 

~b~ 

la  terza  fortituzione  da  farfi  farebbe  ar  4-  dove  chtL»“ 
prima  era.  x — n:=q ,c  però  muteraflì  la  pofizione  del  pun- 
to Af  origine  delle  x.  Adunque  nella  Fig.  58.,  fe  il  valo- 
re di  y^D  è pofitivo  , c nella  Fig.  5p.,  fe  è negativo,  pro- 
dotto in  £ il  Iato  BA  del  folito  triangolo,  onde  fia  AE—n, 
fi  deferivano  fra  gli  afintoti  TT,  P P le  iperbole  del  loro 
competente  rettangolo  cortante  , cioè  quando  nell’  equa- 
zione il  termine  mx  è affetto  dal  fegno  pofitivo  , del  ret- 
tangolo cortame  — — e quando  per  l’op- 

j b b 

porto  è affetto  dal  fegno  negativo , del  rettangolo  coflan- 

ie  — ab+  mn  — nng  X/,  e prefa  nel  primo  cafo  AD  ~ m -+«5, 
b b ~l~~ 
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e nel  fecondo  A D — ng—  m ^ faranno  nello  ftcìro  modo  il 
T‘ 

luogo  dell’equazione  propoda . 

Fino  ad  ora  ó fuppofto , che  il  rettangolo  coflante_» 
dell’  equazione  ridotta  fia  quantità  pofitiva  ; ma  quando 
fofle  quantità  negativa  , non  farebbe  diflìmile  la  codruzio- 
ne  , avvertendo  folo  di  defcrivere  le  iperbole  negli  altri 
due  angoli  relativamente  al  rettangolo  codante  , che  dara 
l’equazione  ridotta  , prendendo  la  linea  A D pofitiva  , o 
negativa  fecondo  il  valore  , che  darà  la  deflà  equazione , 
cd  il  punto  A alla  fmidra  , o alla  dedra  dell'  afmtoto  7T 
conforme  farà  pofitivo  , o negativo  l'ultimo  termine  ny 
dell’  omogeneo  di  comparazione  , come  modrano  le  Fi- 
gure 66.  <57.  tf8.  e 6y. 

Il  termine  codante  ab  h dato  prefo  fin’  ora  femprc 
pofitivo  ; ma  quando  anche  fi  prenda  negativo  , neduna 
alterazione  può  egli  fare  , fe  non  rendere  negativo  il  ret- 
tangolo codante  delle  equazioni  ridotte  , il  qual  cafo  già 
è dato  codruito . Reda  adunque  generalmente  codruiia_. 
la  prima  delle  quattro  equazioni  propode , cioè  gxx  +-  xy=. 

~~b~ 

ab  ±.  mx±ny. 

Quanto  alla  feconda  equazione  di  fopra  riferita— 
•~-gxx-t-xy=:ab±mxiLny la  prima  fodituzione  , che_» 


deve  fard,  farà  ^ — gjc  = z , cioè  j>=z_+  e tutto  il  rima- 

b b 

nentc  fi  faccia  , come  fi  è fatto  fin’  ora  . 


Adun- 
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Adunque  per  avere  l'ordinata  bifogncrà  alle  z ag- 
giungere la  gx  , onde  in  ciafcun  cafo  delle  Figure  66.  6’j. 

^8.  e 6tf.  fi  dovrà  defcriverc  il  triangolo  AEC  al  di  fotto 
della  NNy  come  fi  vede  ìnAbC^  coi  lati  Ab—by  bC—g, 
e con  l'angolo eguale  all’angolo  , che  devono  farc^ 
le  coordinate  dell’equazione  propofta, quindi  prodotta  dall' 
una,  e dall'altra  parte  Aby&  prefa  una  qualunque  Aqz^x, 
farà  la  corrifpondente  la^  . 

Le  due  ultime  equazioni  delle  quattro  fono 

gxx  — xy  — abizf*>x^»yi 
~T~ 

~.~gxx—  xy  — abìz.mx±.rty , 
b' 

ma  mutando  i fegni  faranno  effe 

gxx  xy  — ^ ab":^  mx"^  nyì  ma  quella  è fiata 

b 

coftruita  nel  cofiruire  la  prima  , e l’altra  è fiata  cofiruita 
nel  cofiruire  la  feconda  > e però  generalmente  fono  fiate 
cofiruite  le  quattro  equazioni  da  prima  propòfie  ; il  che.» 
era  da  fard . 


PRO- 
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132.  Data  di  pojìzione  la  retta  indefinita  AB,  (Fig.70.) 
dato  fitori  di  ejfa  il  punto  F ; fi  ricerca  il  luogo  di  tutti 
' i punti  M tali , che  condotte  da  ciafcuno  di  ejfi  due  rette 
linee  , Fona  perpendicolare  alla  A B,  T altra  al  dato  punto 
F , fieno  quefle  fempre  eguali  fra  loro  . 

Sia  M uno  dei  punti , che  fi  cercano  , e fi  tirino  le 
rette,  MN  perpendicolare  a ed  AfF  al  dato  punto  F; 
dovranno  effere  quelle  eguali  fra  loro  , per  la  condizione 
del  problema,  e però  condotta  FG  normale  ad  ^B,  e 
chiamata  = a , fi  tiri  ad  efia  perpendicolare  MP  , e fi 
chiami  GP=af,  PAf=>',  farà  PF= a — A-,  e però  FAfrz 

=:  i/àa  — aajtf  4-  xx  -^yy  , ma  FM  = MN  ; dunque  x — 

— u'aa—  lax-^  xx-^-yy  , cioè  xx—xx^zax-^aa-^yy  , o 

fia  lajtf  — aa=^^,  e fatta  la  foftituzione  x—a  — Zy  farà 

% 

2az  —yPi  equazione  alla  parabola  apolloniana  . 

Si  prenda  GL  eguale  alla  metà  di  G F,  e col  vertice 
L , col  parametro  = za  fi  deferiva  la  parabola  L M,  farà 
elTa  il  luogo  cercato  , in  cui  prefa  una  qualunque  LP-z, 

farà  p M—y  \ ma  GL=-r a, dunque  GP  = z-*-a~Xy  e pe- 

% 

lòlcGPy  PMle  coordinate  dell’equazione  propolla  . 

Già  fi  fa , per  la  proprietà  della  parabola  , che  P c 
la  direttrice  , ed  F il  fuoco  . 

PRO- 
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PROBLEMA  II. 

ijj.  Data  di  porzione  una  retta  linea  indefinita  PAP, 
e dati  due  punti  fiffi  A , D , Vuno  fulla  flejfa  linea  , e Pai- 
tro  fuori  di  ejfa  ( Fig.  71.)  t fi  domanda  il  luogo  di  tutti 
i punti  M tali , che  condotte  le  linee  MA  al  dato  punto 
A , f D M E dato  punto  D per  lo  punto  M , fia  fem- 
pre  A M eguale  alla  porzione  M E comprefa  fra  il  punto  M, 
ed  il  punto  E,  in  cui  eJfa  linea  DM  E incontra  la  dateti 
lìnea  PAP. 

è 

Dal  dato  punto  D , e dal  punto  M,  che  fi  fupponc_»i 
elTere  uno  di  quelli , che  fi  cercano,  fi  tirino  le  linee  DB,, 
MP  perpendicolari  alla  data  PAP\  faranno  notqle  rette 

BDfC  però  fia  JB=^  ìa,  BD  = 2by  JP=x,  PM—y.^ 
Si  tirino  le  rette  AM^  DME;  poiché  per  la  condiziono 
del  problema  AM=MEt  farà  ancora  PE-AP-x-,  ora 
per  i triangoli  fimili  EBDy  EP  M farà  EB^BD  ::EP  ^ 
P My  e foflituendo  i valori  analitici , za:  — 2j,  zb  ::  ;r,^; 
e però  l’equazione  ixy—  ìay  — zbx,  cioè  xy  — ay  — bx  . Si 
faccia  la  fofiituzione  x — a = z,  farà  zy  — bz-i-ba,  e traf- 
portando  il  termine  bz  y zy  — bz—ab  , e fatta  l’altra  foflitu- 
zione  ^ — è=p,larà  finalmente  pz  — ab,  equazione  all’iper- 
bola  fra  gli  afintoti . 

Sulla  data  linea  di  pofizione  PAP  dal  dato  punto  A 
fi  prenda  -(4L  = e fi  trigga  ad  elfa  perpendicolare  la_. 
LC—b'y  indi  condotta  per  lo  punto  C la  retta  RE  paral- 
lela 
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lela  i .P  P i ù deferivano  fra  gli  afmtotf  S F,  HG  le  due 
oppofte  iperbole  DAf,  /iMdcl  rettangolo  ab^  le  quali 
paiferanno  per  i pumi  D,  A;  prefa  una  qualunque  CK  = z, 
farà  KM—p,  ma  AL—ayLC:=.b\  dunque  AP  — a+  z — x^ 
c PM^p-^-b—y  faranno  le  coordinate  del  problema,  e 
le  iperbole  il  luogo,  che  fi  cercava  ; il  che  cc. 

PROBLEMA  III. 

1^4.  Datt  due  circoli  EGF,  BNO,  e dati  i loro 
centri  C,  A ; ( Fig.  71.  ) /e  da  un  qualunque  punto  G della 
periferia  del  circolo  EGF  fi  tirerà  una,  tangente  GNO, 
che  incontri  ne'  puuti  N,  O F altro  circolo  BNO,  e da 
quefti  due  punti  fi  condurranno  due  tangenti  NM,  OM, 
fi  'ricerca'  il  luogo  ài  tutti-  i pinti  M , ne’  quali  le  dettt^  • 
tangenti  /incontrano  . . 

Dal  punto  Af,  che  è uno  di  quelli ,.  che  fi  cercano,  fi 
tiri  la  perpendicolare  MP  alla  C A dal  centro  A fi  tiri 

la  retta  AMi  poiché  i triangoli  ANM^  AOM  fono 
eguali , per  effere  retti  gli  angoli  N,  Q,  ed  i Iati  AN, 
NM  eguali  ai  lati  AO  ^ 0M\  farà  anche  tango!©- 
N Af  .(4 onde  nei  triangoli  NMQ,  OMQ,  poiché 
è comune  il  lato  MQ,  ed  MO~MN^  farà  NQzzQOy 
ed  A M perpendicolare  alla  NO . Si  tiri  dal  centro  C al* 
punto  del  contatto  la  retta  CG , la  quale  farà  parallela 
ad  AM^  effendo  anch’elfa  perpendicolare  alla  N0\  c fi 
chiami  A CE—b  , CA—Ct  ed  AP  — x^  PMzzy  , 

Cc  e 
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c però  AM—Vxx-^yy . Nei  oli  fimili  AOM, 
AQO  farà  AM^  AOr.  AO^  AQ^^  e foftituiti  i valori' 
analitici , fi  troverà  AQ=  aa  . Si  conduca  C H per- 

**  4.  jfjf 

pcndicolare  ad  MA  prodotta  , fe  farà  bifogno  , farà 
HQ  = CG,  e però  HA=b—  aa  ‘ \ ma  faranno  fi-* 


mìli  i triangoli  C^H,  ^MP,  dunque  P A,  AMr.AH, 
A e,  cioè  X f XX  -tr-yy  ::  b — aa  , e , e mohipli- 

XX  4-  ry  • ' ■ 

cati  gli  cflremi,  ed  i mezzi,  cx=b  v xx-^yy  — ovve- 
ro ex ^ aa-=.b\/ xx--r-yy  t ^ quadrando,  ccxx -t- zaacx 
a*—bbxx-^bbyy^  cioè jy  -t-bb  — eeX  xx — Zaaex — fl*=o.' 

hlf  tb  bb 

Tre  cafi  in  quell*  equazione  debbono  diftinguerfi  , 
cioè  quando  b—c\  quando  b è maggiore  di  ^ ; e quan- 
do e è magg  ore  di  ^ . • * 

Sia  primieramente  b — c,  farà  l’equazione'^^  — 
2aax — a*=o.  Si  lafci  folo  da  una  parte  il  termine' 
'T”  Ih 

yy , c farà  yyzziaax-^  a* , e ritrovato  un  rettangolo. 

b _ hb  » 

tbf—aa,  fi  ponga  in  luogo  di  aa  nell'ultimo  termine, 
del  fecondo  membro  , farà  yy—zaax  4-  zaaf,  e fatta  Ia< 

■ I -■  —•  • 

b 

foflituzione  x+-f—Zt  farà  finalmente  yy—xaaz  , equa- 

b * 

zio- 
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ziorìe  alla  parabola  apollontana., Sulla  retta  CA  C ) 

vcrfo  C fi  prenda  Al—aa^f^  e col  vertice  / , alle 

' ib 

parametro  1=  2(jfl  fi  deferiva  la 'parabola  IM\  farà  efia  il 
. "T  ^ 

luogo  cercato  , in  cui  prefa  una  qualunque  IP  — z ^ farà 
PM—y^TDA  Alz:f  A Pzzz — eley^P,' 

PM  le  coordinate  del  Problema, 

Sia  in  fecondo  luogo  b maggiore  di  c,  farà  pofitivo  il 

termine  bb  — cc  Y.  xx.  \ fi-  feriva  1’ equazione  così 

- \ 

bb — ccXxx — 2aacx:=:a*—yy,  ovvero  xx — igacx  — n*  — 

hh  bb  bb  " bb^^  cc  bb"^  fC 

hbyy  , ed  aggiunto  ad  ambi  i membri  il  quadrato  a*cc  , 

*4—  re  ; » --  , I 

a — re 

farà  XX — laacx-t-a*  cc=a*bb  — bbyy,  e fatta  la  fofiit tizio- 

bt  ■ — re  » * 44—  cc 

- li—  cc  bb—  cc 

I 

ne  X — aac^Zy  farà  finalmente  bbyy—a*bb — zz,  equazio- 

bb'^cc  bb^tc  > 

bb^  ■ cc 

oc  all’  ellidì . 

Si  prenda  ( Fig.  74.  ) dal  punto  A vcrfo  E la  porzione 
AI  — aac  , c col  centro  7,  coll’ affé  trafvcrfo  ZY  — laab^ 

CC  bb^  CC 

col  conjugato  RTz:  Ma  ^fi  deferiva  rclliflì  RZTYy 
‘ ^ ' V^=^cc  ■ 

farà  effa  il  luogo  cercato  , in  cui  prefa  una  qualun- 

C c 2 que 
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cjue  Opache  dalla  parte  def  bcgatirt).,  feci 

PM—y  j ma  itae  , dunque  atte  :=ar>e. 

lè  — ce  • W— - ce 

però  le  APf  P Afle  coordinate  del  Problema,  il  che  ec. 
Sia  finalmente  c maggiore  di  ^ , farà  negativa  la^ 

quantità  bb — ccX  c per&  l'equazione  ccxx — bbxx-^ 
ib  ■ • ' '''bh  ' 

2aacx—yy  — a*,  ovvero  xx  -f-  laacx —bbyy — a*  . Si  ag- 

bb  bb  ee—bl^  ec^ì>b  ee—bi 

giunga  ad  ambi  i membri  il  quadrato  a*cc  , e iàcà 

cc  — bb 

XX  +•  2aMx.  ■i~a*cc— bbyy  ■t~a*hb  , e fatta  la  fofHtuziono  ■ 

ce  •—>  bb  » et—  bb * 

te—  bb  et—-  bb 

2 = X4-  aac  , farà  finalmente  zz — a*bbizbhyy 

CC—bb  -»  ce— bb 

tc—  bb 

zione  all'iperbola  riferita  agf  adì . 

Sulla  retta  CA  ( Fig.  75.  ) fi  prenda  dalla  parte  del 
punto  C la  porzione  Al^  aac  , e col  centro  I,  colfalTc 

ef  — bb 

trafverfo  ZY—zaab  , col  conjugato  = laa  fi  deferiva- 

^t^b 

no  le  iperbole  oppofie  TAf,  ZK  ; faranno  cfle  il  luogo 
cercato,  in  cui  prefa  una  qualunque  JP— z.,  farà  PM=yi 
ma  AI=  aac  , dunque  AP=zz — aac  = x , e però 

ce — bb  ee  — bb 

]c  AP  f P M le  coordinate  del  problema  propofio  , 
il  che  ec. 

In 
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In  queflo  Problema  fi  è Tempre  fuppoflo  il  circolo 
EFG  maggiore  del  circolo  BNO  , cioè  b maggiore  di 
a,  ma  quando  anche  fofie  ovvero  a maggiore  di 

t,  il  luogo  dei  punti  cercati  farebbe  Tempre  nel  primo 
cafo  la  parabola,  nel  fecondo  l'elliflì,  e ticl  terzo  le  due 
oppofte  iperbole,  e perciò  era  inutile  il  diftinguere  quelli 
cafi,  i quali  non  fanno  variare  i luoghi. 

* * ■ ‘**  • * ì , ■ » 5 . 

• P R O B L E M A I V.  ' ■ : - 

135.  Dafe  due  lince  AC,  GB  di  pojizione  falla  ret~ 
M AB  , che  fi  taglino  in  C ( Fig.  7<5.  77.  ),  fi  ricerca^ 
il  luogo  di  tutti  i punti  M tali , che  condotta  per  ejfi  una 
perpendicolare  P M N ad  AB,  che  tagli  nel  punto  Q Az_- 
A C y e nel  punto  N la  B C , fia  fempre  il  quadrato  di 
P M eguale  al  rettangolo  di  P Q X P N . 

t Si  tiri  la  retta  CD;  quella  o caderà  fra  i punti  A , 
B , come  nella  Figura  J6.,  o cadcrà  da  una  parte  di  eflì, 
come  nella  Figura  77. 

Cada  in  primo  luogo  fra  i punti  A ^ B , c fi  chiami 
AB  — Uf  AP  — Uf  P Q — x , P M—yy  P N~z,  farà  ,per  la 
condizione  del  problema  , zx  — yy.  Ma  è data  la  ragione 
A P Si  PCI,  che  fia  , per  efempio  , quella  di  m ad  « , 
cd  è data  la  ragione  di  B P , a P N , che  fia,  per  d'empio, 
come  b,c',  dunque  farà  Pd  — x — un^c  PN=z—ac  — cu^ 

■ m . i 

c però  foflituili  quelli  valori  nell’  equazione  zx=yy^  farà 

yy- 
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yy = ac  — cuV.  un , cioè  bmyy  zz.au  equazione  alPellifTi. 

* m «■ 

Coll'aflc  trafverfo  col  conjugato  = a^c«  fi  de- 

tm 

feriva  l’elliffi  AMB^  farà  la  metà  fupcriorc  AMCB  il  luo- 
go , che  fi  cerca  . 

Cada  ora  (Fig.jj.)  il  punto  D da  una  parte  dei  pun- 
ti B , e chiamata  , come  fopra  , AB  — a,  AP  =«, 
PMzzy^  PQ  — X,  PN=  r,  farà  BP  zzu  — a,  e però 
PNzzuc  — ac't  ma,  per  la  condizione  del  problema,  zy  —yy^ 

e la  x= un , come  fopra , dunque  fatta  la  foflicuzione  dei 


valori  di  z, ed x, farà yy~uc-' acY. un, o fia  bmyyzzuu  — i ou, 

i m « a 

equazione  all’  iperbola . 

Al  vertice  B , afle  trafverfo  = a , affé  conjugato 
zza  i^cn  fi  deferiva  Tiperbola  BCAf,  farà  eflà  il  luogo  , 

hm 

che  fi  cercava  . 

Se  la  retta  AC  non  cadefie  fopra  la  ^B,  ma  follè  a_, 
lei  parallela , come  farebbe  nella  pofizione  <»  C , AB, 
{Fig.’jt-)  farebbe  data  la  retta  e però  chiamata-, 
PQzzm,AB:zayBPzzutPNzzZf  PM=y,  e fatta  la_ 
ragione  di  BP,  PN  ::  «I,  n,  l’equazione  xzz;^^  farebbe 
yy-z:  UH',  onde  defcriita  al  vertice  B , affé  BA^  col  para- 
metro = n la  parabola  apolloniana  BMC,  farà  eifa  in  que- 
llo cafo  il  luogo  , che  fi  cerca  . 

PRO- 
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PROBLEMA  V. 


13^.  Sia  ma  curva  A M (Fig.  79.)»  ài  cui/ia  data 
'* Fequazione  , ed  abbia  per  ajje  la  retta  AT ^ e ^a  fuori  di 
tjfa  un  punto  fijfo  ¥ y da  cui  Jta  condotta  la  retta  F M , 
che  tagli  la  curva  nel  punto  M , f l'ajfe  nel  punto  P • 
Movendoji  là  retta  F M intorno  al  punto  F faccia  movere 
tutto  il  piano  AMP  parallelo  a fe  flejfo  falla  linea  ET, 
effendo  fijfo  il  punto  P rifpetto  al  punto  A , ma  mobilia 
fuir  ajfe  TA  y^cioè  effendo  data  AP;  defcriverà  nello  Jìejfo 
tempo  il  punto  M ma  curva  C M D : 7?  cerca  , quale  Jìa^ 
quefla  curva  . 

Sia  giunta  la  curva  fui  punto  a della  retta  E T , farà 
per  la  condizione  del  problema  PpzzjioyC  però  AP—{ap). 
Si  chiami  adunque  Ft-bytà  abbaffata  dal  pun- 

to  Af  la  perpendicolare  ad  ET;  fia  7* QM=.y, 
AQpt.  Poiché  per  i triangoli  Amili  FOMy  PMQ  (1  a 
FOy  ^Mi:  QMy  PQy  cioè  h-^y  y X w y y xy  , farà 

xy  zz  PQy  ma  PQ  = a — t , dunque  xy  =.g  —t  , 
i-hy  t>  +-> 

cioè  xy~ab~^bt -h  ay—ty . 

~ Si  foflituifea  in  queft’  equazione  canonica  il  valoro 
di  t dato  per  la^  , e per  le  cognite  dell'equazione  della— 
curva  A M yt  fi  avrà  l’equazione  , che  fi  cerca  della  cur- 
va CMD. 


Sia 
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Sia  primieramente  A M una  retta  linea  ( Fig.  8o.  ) ; 
ùni  data  la  ragione  di  t ad  che  fia,  per  efempio  , co- 
me ad  n , farà  t — mvyt  foflituito  quello  valore  in  luo- 
. > » • • 

go  di  t nell’  equazione  canonica  , farà  elTa  myy  — ab  — 

n 

xy  — hm  -h  ay,  luogo  all’  iperbola  fra  gli  afintoti . 

' « ' ' ' • 

Per  coflruirla  nella  data  Figura  fi  prenda  fulla  FO 
una  qualunque  porzione  TH,  e condotta  in  angolo  retto 
la  H G tale  , che  fia.  TH,  FIG  ::  n , m ; fi  tiri  la  7*G  , e 
prefa  fulla  T A là.  porzione  TT'^—  an~hm  , dal  punto. 

• f ...  W , . , . * 

fi  tiri  VS  parallela  a TG  , e fra  gli  afintoti  VS^  VE 
deferiva  l’iperbola  CMD  del  rettangolo  collante  = ab g ; 

n 

(fatta  la  nota  TG)  prefa  una  qualunque  TQ=  x^. 

farà  la  corrifpondente  QMzzy  , e liperbola  il  luogo  dtll’ 

equazione  mvv  , il  che  ec.  ‘ ' • 

’ “T 

Sia  in  fecondo  luogo  A M un  circolo  ( Fig.  8i.  ) de-i 
ferino  col  centro  P , raggio  ^ a,  farà  per  la  proprietà 

del  circolo  >-y , e follituito'  ncll’eqoa- 

zione  generale  in  luogo  di  t quello  valore  , farà  efiìi—' 

xv—b-¥-yi^aa^vyì  equazione  alla  Concoide  di  Nicomc- 
de  , e farà  la  curva  CMD  , che  fi  deferivo  dall’  interfe- 
zione  M della  retta  FM  coll'arco  luperiorc  del  cir- 
colo , la  concoide  fup criorc  , LT  ne  farà  l’afintoto  , F il 

polo; 
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polo  ; e lit  curva  , che  fi  genera  dall’intcrfezione  N della 
retta  F M col  circolo  al  di  fotto  di  £T,  farà  la  concoide 
inferiore  . Il  che  manifeflamente  fi  vede  dalla  natura  del- 
la concoide , e dalla  condizione  del  problema  ; impercioc- 
ché faranno  fempre  le  due  intercette  PAf,  PN  fra  Tafin- 
toto  , e la  curva  eguali  al  raggio  del  circolo  AP . 

Sia  in  terzo  luogo  la  curva  A M una  parabola  apollo- 
niana  del  parametro  AP  — a\  (F/g.  82.)  farà  in  quell’ ipo- 
tefi  t zz  yy,  c follituito  nell’equazione  canonica  quello  va- 
w 

lore  di  / , farà  efia 

— ay  -t-y  ’ —ah  — hyy^ 

m m 

cioè 

y ' +■  mxy  +■  hyy  — amy  — ahm  r:  o . 

Che  è l'equazione  alle  due  Concoidi  Paraboliche  , una_. 
delle  quali  fi  deferive  per  rimerfezione  della  linea  F M. 
colla  parte  fuperiore  della  parabola  ; Talira  per  l’interfe- 
zione  colla  parte  inferiore  , e la  retta  £ T farà  anche  in— 
quello  cafo  l’afintoto  della  curva . 

PROBLEMA  VI. 

137.  Dati  due  circoli  eguali,  che  fi  taglino  in  dut^ 
punti  A,  N;  (Fig.  83.)  e dati  i loro  centri  D,  B,y7  ri- 
cerca il  luogo  di  tutti  i punti  M tali  , che  le  loro  difian- 
ze  dai  dati  circoli  fieno  fnrpre  eguali  fra  loro  . 

^ d Sia  , 
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Sia  M uno  dei  punti  , che  fi  cercano  ; condotte  da» 
centri  D,  B per  quello  punto  le  rette  DM,  BO,  faranno 
MS,  MO  le  dillanze  dai  circoli  dati , le  quali  per  la  con- 
dizione del  problema  devono  elPcre  fi  a loro  eguali . Si 
chiami  adunque  D S — BO  = a , DB—b,ed  abbaflata  la 
perpendicolare  MP  alla  retta  DB  prodotta  , fu  DP  = at, 

P M~y , {ixk  D M — \/'xx yy,  cà  S M~\/xx-^yy  — a y 
ma.  BP  -x  — b , dunque  B M XX  — 2bx -h  bb -h yy  t e_» 
però  OM— a ylciT—  ^bx■^-bb+■yy  , ma  deve  effercj 
SM—MO,  dunque  fi  avrà  l’equazione  vxx+-yy—a  — a — 

i^xx  — zbx-*-bb  , la  quale  fi  riduce  ad  elTcrc  (coi  me- 
todi infegnati  ) xx  — bx-t-bb—aa  — ^ ww,  fi  faccia  la  folli- 

tuzionc  e farà  zz  — aa^^ac^,  o fia  — 

X ^*a  — Lb  ^aa—lib 

— zz , equazione  all’  cllilTi . 

Si  divida  per  metà  nel  punto  C la  retta  DB,  e col 
centro  C,  coll’ alfe  trafverfo  FE  — 2:j,col  conjugato  A^— 

1/43^  — bb  fi  deferiva  rdlilTi  FAEN,  farà  elTa  il  luogo 
cercato,  in  cui  prefa  una  qualunque  CP  — z,  farà  PM—y, 
ma  CD=-7~^»  D Pzzz-tr  '-b=  X , c però  le  DP, 

P M le  coordinate  del  problema  propoflo  . 

E’  inutile  il  dillinguere  i cafi,  nc’ quali  a è maggio- 
re , minore  , o eguale  a b , perche  il  problema  non  muta 
natura , cflendo  femprc  neccirariamenie  b minore  di  za  , 
come  è chiaro  . 

Dalla 


I 
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Dalla  coflruzTone  fi  ricava  , che  i punti  D , B faran- 
no i fuochi  dcll’dlinì , e che  il  di  lei  alfe  conjugato  farà 
terminato  dai  punti , ne*  quali  fi  tagliano  i due  circoli  . 
E primieramente  , perchè  DS  è eguale  a.  BO  , ed  S M =. 
MOy  farà  D5a-SAf+-MB,  cioè  DM+-  AfB=2D5,  ma 
iDS—FEy  dunque  per  la  nota  proprietà  dell'clliffi  fa- 
ranno i punti  B,  D i di  lei  fuochi . Ciò  fuppofio,  per  uni’ 
altra  proprietà  dell’  clliflì  riguardo  ai  fuochi , intendendo 
condotte  le  BJ,  BN y farà  B N — BA—€Ey  ma  quello  fi 
verifica  nei  punti , nei  quali  fi  tagliano  i due  circoli  dati , 
perchè  D , B fono  i loro  centri  » e CE  per  la  coflruzionc 
è eguale  al  femidiaraetro  degli  fteflì  circoli , dunque  l’el- 
lifiì  pafTerà  per  i detti  punti  d’interfezione  dei  circoli  dati, 
il  che  ec. 


PROBLEMA  VII. 

138.  Data  la  retta  linea  AB  (Fig.  84.),  ritrovarti 
il  luogo  de’  punti  D tali  , che  nella  prodotta  D A prejli^ 
A C metà  di  AD  y e condotta  al  punto  B la  retta  GB, 
fta  CB=CD. 

Sì  abbafiì  dal  punto  D , che  fi  fuppone  edere  uno  di 
quelli,  che  fi  cercano,  la  normale  DP  alla  AB.  E fi  chia- 
mi AB  — ay  AP  — Xy  PD—yy  farà  AD  — l^xx+-yy  , ed 
A C per  la  condizione  del  problema  = ~ vxx  -t- yy  , o 
però  CD—CB  — ~V'xx->i‘yy\  fi  tiri  dal  punto  C la  pcr- 
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pcndicolarc  CQ  alla  B A prodotta  ; poiché  ne’  triangoli 
fimili  AilC,  APD  è AD  = iAC^hvk  AP-zA  O 
PD  — iQ^C,  onde  CQ^zz-^y,  ed  AQzz-^x,  cperòB)5= 
, — » — » — > 

<»  +■  T ^ ; ora  CB  — CQ  +-BQ  — aa-*-  ax  xx  +-yy  » rna-. 

_ — * * 

CB  — CD~p  Xxx  + yy  ^ dunque  farà  l’equazione  pxx  + 

T 4 

» 

9yy  -=aa-^  ax  XX  -^yy^  che  fi  riduce  ad  effere  xx  — ax— 

4 4 4 *■ 

aa—yy  , ed  aggiunto  ad  ambi  i membri  il  quadrato £j  , 

% i6 

c fatta  la  foftituzione  ar  — <j=z,farà  finalmente  zz~paa  — 

T 

yy,  equazione  al  circolo . 

Si  prenda  adunque  BM—^a,  e col  centro  Af,  col  rag- 

4 

gio  BM  Ci  deferiva  il  circolo  NDB,  farà  effo  il  luogo , 
che  fi  cercava  , in  cui  prefa  una  qualunque  MP  — z^  farà 
P Dziy  ^ ma.  A a y dunque  AP  — z-^-^a—XyC  le 

APy  PD\c  coordinate  del  problema  prò  porto  . 

Se  fi  volerte  anche  il  luogo  de’  punti  C ^ querto  fareb- 
be un’altro  problema  di  fimile  natura  , che  fi  fciogliereb- 
be  nella  feguente  maniera  . 

Si  chiami  AQzz  p,  r)C—q  normale  a BN , farà 
APzzzpy  PD—zjy  ma  AM—^y  ed  MB  = $a^  dunque-. 

4 4 

NA  = a,  e però  NPXPB  = aa-^-ap-~4pp  , ma  per  la_. 

» X 

pro- 
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proprietà  del  circolo  N PX^PB  — PD  — ^qq,  dunque  farà 
Jiqqzzaa+-  ap  — ^pp^  quindi  na  — qq—pp-ap  , fi  aggiunga 

~x~  ~T  4 

ad  ambi  i membri  il  quadrato  aj  , e fatta  la  fofiituzione.j 

«4 

p — a— ty  farà  qq  — ^aa~  tt , onde  defcritto  col  diametro 
8 0 4 » 

MN—^a  il  femicircolo  NCM,  farà  cflb  il  luogo  di  tutti 

4 

i punti  C,  in  cui  prefi  dal  centro  S una  qualunque  = 
farài^^— ?>  ma  ^5':=;;,  per  la  cofiruzionc  , dunque-. 

T 

'JQ^zzt-^a  — py  e \c  A Qy  Q_C  \c.  coordinate  del  pro- 

T 

blema  . 

Quelli  due  Problemi  fi  potranno  dimollrare  unita- 
mente in  forma  di  Teorema  nel  feguente  modo  . 

Se  nella  data  AB  fi  prenderà  MB  eguale  a tre  quarti 
di  AB,  e col  centro  Af,  col  raggio  MB  fi  deferiverà  il 
circolo  NDB  y ed  in  oltre  col  diametro  MN  il  circolo 
NCM  y condotta  per  lo  punto  A , comunque  fi  voglia-, , 
la  retta  linea  CD  terminata  alla  periferia  dell'  uno,  e dell’ 
altro  circolo  , e dal  punto  C la  retta  CB  all’efircrnità  del 
diametro  , farà  Tempre  DA  doppia  di  AC , c CD  eguale 
a CB  . 

Sia  5"  il  centro  del  circolo  NCMy  c fi  conducano  le 
rette  SC,  DL  per  i centri  S yM . Poiché  S M è h metà 
di  MBy  farà  S M tre  ottavi  di  AB;  ma  AM  ne  è ua_ 

quar- 
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quarto,  dunque  SJ  farà  un’ottavo  di  AB^c  perft  la  metà 
di  A M\  ma  è pure  .S  C la  maà  di  D M yC  l’angolo  S A C 
eguale  all’angolo  D AMy  dunque  è facile  da  vederli  , che 
farà  il  triangolo  5 C fiatile  al  triangolo  DAMy  e larà 
pci^ò  anche  AC  h metà  di  A Dy  che  era  il  pn  no  . 

Ma  fc  fono  fimili  i triangoli  SACy  A DMy  farà  an- 
che l’angolo  se  A eguale  all’  angolo  AD  My  onde  faran- 
no parallele  le  rette  lince  SCy  DLy  ed  in  confcguenza_. 
fimili  i triangoli  BLMy  BCS,  e però  farà  ML  la  quarta 

proporzionale  di  BS  y SCy  ed  MB  ; ma  BS  —^ABy 

8 

3 ABy  MB—  6 ABy  dunque  ML—  l_AB  — AMy 

T~  8 

ma  MD-MBy  e l’angolo  A MD-LMBy  dunque  fono 
eguali  i triangoli  AMDy  BAfL,  e l'angolo  ADM-MBL\ 
ma  è anche  l’angolo  MDB  eguale  all’angolo  AfBD,  dun- 
que l’angolo  CDB  è eguale  all’angolo  CBD,  e però  il 
lato  CB  eguale  al  lato  CD,  che  era  il  fecondo  . 

PROBLEMA  Vili. 

139.  Dati  t due  lati  AC,  CB  della  norma  ACB, 
( Fig.  85.  ) ricerca  il  luogo  di  tutti  i punti  , per  i quali 
pajfa  l' eftremità  B del  lato  C B mentre  la  norma  fi  move  tal* 
mente  y che  il  punto  A fia  fempre  filila  linea  DM,  ci  il  pun- 
to C falla  linea  D P,  che  fi  fuppone  perpendicolare  alla  D M. 

Dal 
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Dal  punto  B fi  abbalTi  B P nornialc  a D P , e fia_. 
DP-Xy  PB-yyAC-a,  CB-b  ; farà  CP-\^bb^yy, 
DC—x-^i^bb^yy.  Ma  gli  angoli  DCAy  BCP  prefi 
aflìeme  fono  eguali  ad  un  retto,  ficcomc  gli  angoli  BCP, 
CBPy  e però  eguali  fra  loro  gli  angoli  DCA,  CBP\ 
dunque  faranno  fimili  i triangoli  A DC  j BCP  , e fata 

ACy  CD::  BC,  BP,  cioè  a,x-i^bb- yy::byy  ; e però 
ay~bx-hv^bb~-yyy  e quadrando,  ed  ordinando  i ter- 
mini , farà  l’equazione  xx  — • "iaxy  +■  aayy  ^ bb -^yy  . Si 

b bb 

facciala  fofiituzione  a:— ed  averaflì  Tequaziono 

b 

22  :z.bb—yy  all’elliflì . 

Sull’ indefinita  D Af  fi  deferiva  il  triangolo  DE  H coi 
Iati  DE~by  EH~ay  e l’angolo  DEH  retto,  giacché 
è retto  l’angolo  delle  coordinate  del  Problema  , e fia  —f 
la  nota  DH.  Col  femidiametro  trafverfo  DH—fy  col 
femidiametro  conjugato  DQ  — by  e parallelo  ad  EH  fi 
deferiva  relliffi  HBQy  efia  farà  il  luogo  ricercato , in  cui 
prefa  una  qualunque  DF—PB—yy  farà  GB  — Zy  FG—ayy 

b~ 

dunque  FB  — z+^—x  — DP;  e però  le  DP,  PB  lo 
T 

coordinate  del  Problema  . 


PRO- 
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PROBLEMA  IX. 

140.  Dato  r angolo  B A P,  e dato  il  punto  P;  (Fig.Stf.) 
ft  ricerca  il  luogo  di  tutti  i punti  D tali  , che  condotte  le  due 
rette  , B D parallela  A P , e D'?  al  dato  punto  P , /ìa 
fempre  B D D P nella  data  ragione  di  d ad  c. 

Condotta  DC  parallela  ad  fi  chiami  AP  — a, 

AC-x  y CD—yy  CP  — a—x.  Poiché  l’angolo  BAPy 
o fia  DCE  è dato,  condotta  DE  normale  zd  AP\  farà 
data  la  ragione  di  CD  alla  CE,  e però  fia  CD  yCE:x  dyb. 

Sarà  adunque  CE=^y  AE  — x-^b^^y  EP^a  — x — ^, 
d d d 

— X — X 

o pure  =.¥4-  hy-~ay  PD—ex.  Adunque  farà  CD—  CE  — 

ir  ~d~ 

— 1 t 

DP  — PEy  cioè  yy  — eexx  — aa  — xx  +•  lax  +■  làby  — rhxyy 
~dT  ~ d 

o fia  yy  +-  rhxy  4-  bbxx  = ee  bb  — ddX  xx -t-  tax  — aa-i^ 
~~d'  dd  dd 

zabyy  ( aggiungendo  all’uno,  cd  all’altro  membro  la  quan- 

~~d 

tiià  bbxx  ) . Ma  qui  fi  oflervi  , che  la  quantità  ee  bb  —di 

" dà 

può  elTere  eguale  , maggiore , o minore  del  zero  ; c 
però  fia  in  primo  luogo  eguale  al  zero  , adunque  farà 
r equazione  yy  +■  ^bxy  4-  bbxx  zzz.ihy^  zax  — auyC  facendo 
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h foftituzlone  y^-bx  — z^  farà  zz  — zabz  z:  tax  — zabbx  — 
~7  ~ d~  ~di 

aa  y ed  aggiunto  ad  ambe  le  parti  aabb  , zz—iabz-t-' 

dd  ~^d 

aabb  — zax— xabhxjf-aabb  — aaài  y e facendo  la'foftituzio-^ 
àà  dd  dd 

ne  z — ab—py  farà  pp  — iaddx— 2ahbx+-aabh  — aadd  y 

~d  7d 

cioè  pp—x  — a'X.zadd—zabb  y e fatto  x^a—q  , farà 
T dd 

fp  — q 'Kiadd^  labb  . Parabola  Apolloniana. 

dd 

Sia  ( Fip;.  87.  ) BJP  il  dato  angolo  , ^ P la  data_* 
zza.  Sulla  yi  P indefinitamente  prodotta  fi  deferiva  il 
triangolo  AMN  con  l’angolo  AMNzzBAP;  c fia_ 
AMy  MN'.'.dy  b . Si  produca  AN  indefinitamente  , e_* 
nella  AB  fia  AHzzab  y c fi  conduca  HE  indefinita,  c 
T 

parallela  3id  AN  . Si  divida  AP  per  metà  in  0,  c con- 
dotta OQ  parallela  zd  A By  col  vertice  Qy  al  diametro 
QE  y col  parametro  zzradi—iahb,  (fatta  f—AN)  c 

con  le  ordinate  parallele  ad  AB  fi  deferiva  la  parabola 
QD;  prefa  una  qualunque  AFzzx  y farà  P’Dzzy  y cd 
effa  parabola  il  luogo  cercato  . 

Sia  in  fecondo  luogo  ee^bb—d.i  maggiore  dtl  ze- 
ro , cioè  quantità  pofitiva  . Riprefa  adunque  l’cquazio- 

Re  ne. 
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He  , e fatta  ee-^bb  — dd  — hb  , (ari  yy  -h  "ì-hxy  +■  bbxx  = 

d dd 

hhxx  — aa-y-  ^ax  4-  tàby  , c fatta  la  (lefla  foftituzioac  di 
~Td  ~T 

y 4.  bx  — z , farà  zz  — zabz  — hhxx  -*aa-¥  tnx  — zabbx  » 
- — — ^ àd^ 

ed  aggiunto  aabb , e fatta  la  foftituzioQC  z^ab—p  , 
dd  ^ 

ddpp  — bbxx  4-  zaddx  — zabbx  — aadd  4-  aabb  , cioè  xx  4- 
laddx  — zàbbx  ~ ddpp  4-  aadd  — aabb . Si  faccia  add  — abb  — w, 
bb  UT  bb  bb 

farà  XX  4-  zmx—ddpp 4- w , ed  aggiungendo  all’uno  ed- 
~bir 

all’  altro  membro  mm , 4-  zmx  4-  mm —ddpp  4-  am  4-  mm , 

C fatto  x+m  — q^  farà  finalmente  gq=  ddpp-*-  am-t- mm  , 

hb 

cioè  qq  —am  —»*/»:=  « equazione  all’ iperbola . 

"bf 

Sia  È AP  ( Fig.  88.  ) il  dato  angolo  , AP  data^ 
± a , filila  A P indefinitamente  prodotta  fi  deferiva  il 
triangolo  AMN  coll’angolo  AMN—BAP\  e Ga^^M 
ad  MN::d,b.  Si  produca  indefinitamente  ^N,  e nella 

AB  fi  prenda  AH-ab^  e per  Io  punto  H fi  tiri  l’indefi- 

T 

nita  OE  parallela  zdAN;  indi  fi  faccia  e fi  tiri 

KO  parallela  ad  AH-,  ed  al  centro  0,  col  fcraidiarae- 

tro  trafverfo  OQ=f  i^am*-  mm,  col  femidiametro  con- 

d 

jug.i- 
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jugato  zzb  U'am^mm  f c parallelo  ad  AB  (intendendo 
2 

per  f la  nota  AN)  iì  deferiva  l'ipcrbola  QD;  prefa^ 
una  qualunque  AV—x^  izis.  VD—y  j ed  ella  iperboli 
il  luogo  ricercato  . 

Sia  finalmente  ee+-bb—dd  minore  del  zero,  cioè 
nagativa  ; fi  faccia  adunque  ee-^-bb’—dd—^bh  , c fatto 
yj^bx-ZiV  equazione  farà  zz—  zaht  =— hhxx—  aa-*-  rax  — 

~d  d dd 

labbx , ed  aggiungendo  aabb , zz  — zabz  ^b^:z  — bhxx-*^ 
55  ^ 

iaddx  — li^bx  4-  aabb  — aadd  , e fatu  la  fofiituzionc 
dd  dà 

ah— py  ddpp  = — hbxx  4-  zaddx  — labbx  4- aabb—  aaddf 

T 

cioè  XX  — zaddx  4-  zabbx  — aabb  — aadd  — ddpp  . Si  faccia 

fcfc  bb  bk 

add  — abb-m,  avremo  xx  — zmx zz—gpt  — ddpp  , ed  ag- 
* Zi  ** 

eiuntomm,  xx  — zmx-*-mm—tnm  — am  — ddppi  e fatta^ 

bb 

finalmente  la  foflituzione  x — tn  — qy  farà  ddppzzmm  — 

bb 

am  — qq  y equazione  airellifiì . 

Sia  ( Fig-  8p.  ) B il  dato  angolo,  cd  A P la  data 
ha.  Sulla  AP  indefinitamente  prodotta  fi  deferiva  H 
triangolo  A MN  coll’ angolo  A M N -B  A P , e Ciz  A M 
MN  ::  dy  b;  Ci  produca  AN  indefinitamente  , e nella-. 

Ee  2 AB 
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fi  prenda  AH~ab^  e per  lo  punto  H fi  tiri  la  HE 

T 

indefinita,  c parallela  alla  AN.  Sulla  AP  prodotta  fi 
prenda  AK  — my  che  in  quefto  cafo  è ferapre  maggiore 
ài  A P—Oy  c Ci  tiri  KO  parallela  ad  AB.  Al  centro  0,col 

femidiametro  trafverfo  0 am  (fatta  AN—f) 

d 

col  femidiametro  conjugato  zzbi^mm  — am  y e parallelo 

d 

ad  AH  fi  deferiva  l’ellifll  QD  ; prefa  una  qualunque 
AVzzxy  farà  VD~y  , ed  efla  il  luogo  ricercato  . 

141.  Ho  detto,  che  AV.  (w)  è maggiore  dìAP{a)\ 
intorno  a ciò  cade  in  propofito  lo  fpiegare  , come  di  due 
quantità  complefie  pofia  conofeerfi , quale  fia  la  maggio- 
re. Si  inftituifea  adunque  fra  loro  un  rapporto  di  maggio- 
ranza , o di  minorità,  come  più  piace  , indi  fi  proceda_., 
come  nelle  equazioni , trafportando , dividendo  ec.,  e fa- 
cendo altre  operazioni  fin  a tanto  , che  fi  arrivi  ad  una_. 
confeguenza  nota , la  quale  fe  è vera  o afiblutamente  , o 
ipoteticamente,  farà  afiblutamente  , o ipoteticamente  ve- 
ro il  rapporto  infiituito , e fe  è falfa , queflo  pure  farà  fal- 
fo  . Vogliali  adunque  faperc  fe  cioè  add—ahb  fia_. 

dd~.  ti— et 

maggiore  di  . Si  faccia  il  rapporto  add—abb  > <7,  e ri- 

dd—  te 

ducendo  al  comune  denominatore,  add—ahb  — 

flff,  e cancellando  i ter  mini,  che  fi  elidono,  farà  o>  — aee\ 

ma 
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ma  è verini mo,  che  il  zero  è maggiore  di  quantità  negt- 
tiva,  dunque  è vero,  che  add—abb  è maggiore  di  a. 

dd~  bb  — te 

Cosi  volendo  fapere  fe  aa  -t-  fia  maggiore  di  hh  , 
fi  faccia  aa-b-  2ab>bb , ed  aggiungendo  all’uno  ed  all* 
altro  membro  il  quadrato  bb^  farà  aa  +•  lab  -b-bb>  ibb  , e 

cavando  la  radice, a+  b>\^  ibb  , o fia  a > 1/  zbb  — , ma 
poiché  fono  date  le  quantità  a ^b^  potraflì  fempre  fapere, 

fe  a fia,  o non  fia  maggiore  di  i/zW  — fc,  ed  in  cafo  che 
lo  fia , farà  anche  aa  4-  lab  maggiore  di  bb . La  maniera  è 
la  fielTa  ne’  cafi  più  comporti,  e però  non  occorre  parlar- 
ne più  lungamente . 


PROBLEMA  X. 

144.  Date  di  pofizione  due  rette  VB,  VE  (Fig.  90.) 
e dato  il  punto  P , fopra  cui  , come  polo  , s'ags^iri  la  ret- 
ta PE  ^ ritrovare  il  luogo  de’  punti  D tali , che  Jta  fem- 
pre CD  alla  DE  in  ragione  data  . 

Si  conduca  VP , e parallele  ad  erta  le  rette  AD^  B F, 
e fia  la  ragione  diCDaDF,  o pure  di  CD  ad  £ C,  co- 
me i ad  f , ed  ertendo  dati  gli  angoli  EVB,  EBV,  fia», 
EB  i BVj  come  e id  b . 

Si  chiami  VP  — a,  VA-x^  A D—y^  farà  EB—ev^ 

~ 

' e 
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e però  FB  = by.  Per  la  fimilitudinc  de’  triangoli  CTP  , 
T~ 

CDj4  farà  D^,  Pl^::  C A,  CV,  c componéndo,  DA  -+•  ' 
P/^,  PV  AFf  CVy  cioè  a-hyfa::  »,  CF,  c però 
CV—a»  , e per  la  fimilitudinc  de’  triangoli  PVC,  E BC 

t-hy 

farà  P F,  FC  : : EB  ,BC,  cioè  a,  a»  ey,BC,  onde_» 

a-^  y 4 

B C=  txy  , e però  l’equazione  B C+.  CFz:  B F,  cioè 

ad  4*  dy 

exy  4-  ad»  ~ hy  , o Ciì  yy  exy  ~ ad»-‘  ay . 

^ ad  +-  dy  d b b 

Per  coflruirla  fi  ponga  ^ — , foftituendo  farà 

b b , ‘ 

fzy  ~ — ay  — adz  +.  ady , cioè  zy  4-  ahy  — adhy  = — • a fr . 

b b * atta 

Si  ponga  in  oltre  z+- ah^adb  zz  p , farà  adunque^ 

0 0 0 

py  = aadb  — aaddb  — adp  , e fatta  la  terza  foflituziono 

ee  e'  e 

y ^ ad— q , farà  finalmente  pg  - aaedb  — aaddb  , iperbola-. 

e e* 

fra  gli  afintoti , il  di  cui  rettangolo  collante  è pofitivo , 
perchè  la  e farà  Tempre  maggiore  della  d . 

Si  produca  PF  indefinitamente,  e fi  prenda  FQzzad; 

0 

dal  punto  Q fi  tiri  l’indtfinita  ^ Parallela  ad  FB,  e pre- 
fo  un  qualunque  punto  Af  nella  retta  PH,  e condotta». 
M N parallela  ad  FB  , per  la  fimilitudine  de’  triangoli 

FMN, 


\ 
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rMS\  EBr,  farà  r\f,  AfAT::  e , b . Si  faccia  ri  = 
aeb  — adbf  e per  lo  punto  I condotta  indefinita  la  retta-. 

ee 

R I K parallela  ad  F E , fra  gli  afintoti  R S y R K fi 
deferiva  l’ iperbola  0 T D del  rettangolo  collante  = 

' aaedb  — aaddb  X / (chiamata  / la  nota  FN  ) la  quale  nc- 
e*  e 

cclTariamente  palTcrà  per  lo  punto  F.  Prefa  una  qualun- 
que P^H—yy  farà  HD  — Xy  cioè  VA  —Xy  A D —jy  e la 
curva  COSI  deferitta  il  luogo  de’  punti  D ; il  che  ec. 

143.  Ricavando  l’equazione  dalla  proprietà  delle  cur- 
ve deferitte  s'i  negli  addotti  efempj  , come  ne’  problemi , 
deve  elTa  elTere  la  fieffa  dell’  equazione  propofla  da  co- 
flruirfi  quando  le  operazioni  fieno  giufie  , e ciò  può  fer- 
vire  per  diraolìrazione  del  metodo  , il  che  a bello  Itudio 
6 tralafciato  di  fare,  per  non  recare  troppo  di  noja.  Tu  tra- 
via però  , per  darne  brevemente  un  piccini  faggio , pren- 
do le  cofiruzioni  dell’Efempio  i3.,  e del  Problema  8. 

E quanto  all’Efempio  . Porta  (Fig.  <^5.)  AD  — x,  cd' 
clfendo  A^—zuy  AF—fy  hiKAC—fxyt  poiché  AR^btty 

^ im 

farà  AQ=bftty  e però  QCzzfx~^hfn—MP;  adunque  ef- 

44m  1 a ^am 

fendo  il  femidiametroHA/=:/,averanì  HP  — ef-i-fx—hfity 
e PF  = ef^fx+~  bfn.  Cofi  poiché  D N—yy  CD  ~bxy 

ta  za  ^am  ^4 

cp 
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CP-(lM--^Ci  farà  PN=y+  bx-^^c.  Ma,  per  U prò* 

ZA 

prietà  dell’ elliffi  , deve  elTere  HP)>iP  l \ P N HV  al 
parametro  , che  è :=.^aem  , dunque  fi  avrà  l'equaziono 

f” 

teff" — ffxx  -hffhnx  —jfhhnm  X = ££  +-  bcx  4-  bbxx  H- 

4c<t  ^aam  lUtamm  ff'n  4 x«  4^^ 

4.  bxv  +-yy  , cioè  mee  — mxx  -t-  hx  — bbn  ~ cc  bcx  H- 

d « 4»>  4 

4-  cy  4-  ^Ary  4->';>,  c refiituito  in  luogo  di  ee  il  fuo  va- 

^aa  A 

lore  ccwn  4-  ^az.mn  4-  nnhh , farà^c  4-  ag  — mxx  4- 

4fm»  4 " 4 

4-  fc^»A:A-4-  4-  JA-y  4-_y;^,  e finalmente  refiituendo  i va- 
ia 4aa  a 

lori  di-w  = fe^-4Jfl,edi  h-bc-  lal , fi  avrà  ag^xx-* 

H 4aa  »<* 

Ix  — cy-^bxy-^yy  j che  è appunto  l'equazione  propofia  da_. 

a 

cofiruirfi  . 

Nella  cofiruzione  dell’ ultimo  Problema  {Fig.  po.  ),’ 
effendo  aaedh  - il  rettangolo  collante  dell’iper- 

«'  e 

boia  ed  VI  = cieb  — aàh , e parallela  all’afintoto  22  farà 
^ « 

Rl-adf;  ma  per  la  fimilitudine  de’  triangoli  VMN , 
VHGy  è VM^  VN  : -VH,  VC , e però  ^C-Jy  ~ IK, 

e 

aJun- 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE.  225 

adunque  RK =adf-*-fy  ;mìHG=hy,GK=z  Vlzz  aeb  - adb, 

Ut  § gf 

quindi  HK  = bey  ^ aeb ^ adb  ; ma  HD  = VA  — x^  dun- 

99 

quc  fari  KP—hey  -h  geb—adb  — eeXy  e perchè  , per  la-. 

• • 

propricii  della  curva  , deve  cflcre  il  rettangolo  di 
R KX  K D eguale  al  rettangolo  coftantc  , dunque-. 

^/•**  X bey  -i-aeb  — adb  — eex  = aaedb  — aaddb  Xf» 

tf  . ee  7*  7 ' 

doèjy  — gAfy  4.  ay^adx^o^  come  doveva  clTere  . 

A h 

Fatta  la  fteffa  diligenza  ad  ogni  Efcmpio  , e Proble- 
ma , 11  troverà  effere  giuflo  il  metodo  . . 


Ff  CAPO 
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CAPO  IV. 

DtUt  Equàziétti,  t dt’ Prohltmi  folidi  i 

144.  R Adice  di  ani  qualunque  equazione  fi  chiima  ciif- 
cuoi  di  quelle  quantità , che  follicuite  nell'equazione  in_> 
luogo  di  quella  lettera,  fecondo  cui  l'equazione  fieSai 
ordinata,  cioè  in  luogo  di  quella,  che  fa  figura  d'incognU 
ta,  fanno  fvanire  tutti  i termini  ; ovvero  ( ciò  che  è lo 
fte fio  )■  radice  d' un’equazione  è ciafcuno  de’  valori  dell* 
incognita,  o della  lettera,  che  fa  figura  d’ incognita  nelf 
equazione . 

Le  radici  adunque  dell’  equazione  xx—  ax-^.  hxii 
ab—o  faranno  due,  una  j,  l’altra  — ^,  perchè  ciafcuni-, 
di  quefie  foflituita  in  luogo  di  x fa  fvanire  i termini  dell* 
equazione;  0 perchè  st  a,  come  —b  fono  i valori  della  let- 
tera nell’equazione  propolla.  Le  radici  dell’equazione 
X*— X*—  19XX-*- ^9^  — 10 -=o  faranno  i,  2,  3,  — 5; 
perchè  appunto  ciafcuno  di  quelli  numeri  foftituito  in_ 
luogo  della  x fa  fvanire  tutti  i termini , o perchè  ciafcuno 
di  quelli  numeri  è un  valore  della  incognita  x . Le  radici 

dell’equazione  =0  faranno -h  , 

— aabb 

V'  +-bb  ^ t coii  dell’  altre 

145. 


— l/  — <jj,  ■i-U'aa-t-bb  y — 

tutte . 

V > * • 

\ . J : I 
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, >45.  In  altfo  fcnfo  ancora  fogliono  prenderfì  le  radi- 
ci d' un’ equazione,  cioè  fottraendo  dall’incognira  ad  uno 
ad  uno  i valori  pofitivi,  ed  aggiungendo  i negativi,  e 
paragonandoli  al  zero,  onde  in  quello  fcnfo  le  radici  dell* 
equazione  xx  ax  + bx  — ab  — o faranno  x — a — o , 
x-*-b—o.  Dell'equazione  x*  — j:*— ijArar-»-49Jf— 30  = 0 
faranno  x—  ir:o,  x—ì—o , x — 3=0,  x-t- yr=o,  c cosi 
deli’ altre,  ed  in  quello  fcnfo  dicefi,  che  ogni  equazione  è 
il  prodotto  delle  fue  radici,  perche  tra  loro  moltiplicate 
formano  appunto  l’equazione,  di  cui  fono  clTe  le  radici  ; 
quindi  è,  che  tante  faranno  le  radici  delle  equazioni , com- 
prcfe  le  immaginarie  , quanto  è il  grado  loro,  e però  due 
faranno  le  radici  dell’equazione  quadratica  ,' tre  della  cu- 
bica , quattro  di  quella  del  quarto  grado  ec. 

Si  moltiplichi  x4-fl=o  in  x-t-^no,  nafeerà  l'equa- 
zione quadratica  (I.)  xx+  <JX4-  atzro,  qucfla  di  nuovo  li 

+ bx 

moltiplichi  in  x— r=o,  e nafeerà  l’equazione  del  terzo 

grado  ( li.  ) x’  -1-  axx  +■  abx^cAc 

•¥■  bxx  — acx  = o , e quella  di  nuo* 

— cxx  — bcx 

vo  fi  moltiplichi  in  x-h  d=o  , c farà  l’equazione  del  quar- 
to grado  ( 111.  ) X* ax  * .*-  cd>xx  — abex  — abei 
^ X * — acxx  abdx 
-~ex*--bexx-^actx  12  o 

•hdx*'*-  adxx  bcdK 
+ bdxx 
— cdxx 

•I 

Si  moltiplichi  x4-V''at=oinx  — t^<ji=o,raràxx~oi:^oj 
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e quefta  li  moltiplichi  in  c = o , fari  x ' ♦ cxx  — abx— 
abczzoj  e di  nuovo  lì  moltiplichi  in  x-^e^o  , lari 

x*+  2cx*~^  abxx~-iabcx~~abcc::o  , 

4-  ccxx  

Si  moltiplichi  X ■¥•  ~ ab  =.  o in  x—v^  — cUr  — o in-» 

lari  x'-t-axx*-  abx+-  aab—o  . 

14^.  Se  adunque  lì  averi  modo  di  fapere , quali  fieno 
1 valori  o tutti , o alcuni  dell'incognita  dell’equazione  , lì 
potrà  Tempre  ellà  dividere  per  unte  equazioni  lemplici , 
quanti  fono  i valori  noti,  aggiungendo  all’incognita  i 
valori  negativi , e fottraendone  i politivi . Qpindi  l’equa- 
zione prima  è divifibile  per  *•  +-  a,  e per  x-i~bi  h fecon- 
da per  x-ha,x-^-b,x-^c;  la  terza  per  xmù^ì  x-*-b , 
— c,  *■-»-  d ec.;  con  che  fi  riducono  le  equazioni  com- 
pofte  in  tante  femplici , quante  fono  le  radici , fe  tutte  fo- 
no note  , c fi  abballano  di  tanto  grado,  quanto  è il  nume- 
ro delle  note  , fe  non  lo  fono  tutte  ; e però  l'equazione  , 
per  eferapio  , del  quinto  grado  fi  ridurrà  al  quarto  , fe  fi 
fappia  una  delle  fue  radici  ; al  terzo  quando  fe  ne  fappia- 
no  due  cc. 

147.  Dal  modo  , con  cui  nafeono  le  equazioni  ( che 
s’intenderanno  Tempre  ridotte  al  zero,  e nelle  quali  il  maf, 
fimo  termine  rifpetto  all’incognita,  o rifpctto  a quella  let- 
tera , fecondo  cui  fono  ordinate , fu  pofitivo  , e libero  da’ 
coefRcienti)  è facile  il  riconofcerc,  che  il  coefficiente  dell' 
incognita,  o fia  della  lettera  , fecondo  cui  è ordinata-, 

l’equazione  , nel  fecondo  termine  è la  fomma  di  tutte  lo 
< - • 

ra- 

4 *“  • 
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radici  dell’equazione  affette  dal  fegno  contrario  j il  coelE- 
ciente  del  terzo  termine  è la  fomma  di  tutti  gli  ambj,  che 
fi  poflbno  fare  da  effe  radici  ; il  coefficiente  del  quarto  la 
fomma  di  tutti  i terni , e cosi  di  mano  in  mano  fino  all' 
ultimo,  termine  collante  , che  c il  prodotto  di  tutte  le  ra- 
dici fra  loro . 

' 148.  Da  ciò  s’iDfcrifce  , che  la  fomma  delle  radici 
pofitive  dovrà  neceflàriamcntc  eflcrc  eguale  alla  fomma.. 
delle  negative  in  tutte  quelle  equazioni,  nelle  quali  manca 
il  fecondo  termine  ; e che  la  fomma  delle  pofitive  farà 
maggiore  della  fomma  delle  negative , quando  il  fecondo 
termine  fia  affetto  dal  fegno  negativo  , ed  all*  oppofto  , 
■quando  effo  fia  affetto  dal  fegno  pofitivo  / ^ ; 

149.  Mancando  nell’ equazione  un  qualche  termine, 
fi  fuole  nel  luogo  del  termine  mancante  fcrivere  un’affc- 
rifeo ,come  x*  *-h  fiaxx  — h'x+-a*=o(c  manca  il  fecon- 
do termine ‘a- ^-«♦=o  fe  manca  il  terzo, 

c COSI  degli  altri . - 1 

1 50.  Se  l'equazione  non  avrà  termine  alcuno  affetto 
da  quantità  immaginaria  , le  radici  fuc  faranno  o tutto 
•reali  ,'o  avendone  delle  immaginarie  , faranno  effe  in  nu- 
,mcro  pari , ed  eguali  a due  a due  , con  la  fola  diverfità^' 
■che  una  farà  pofitiva  , e l’altra  negativa;  imperciocché  ef- 
fendo  il  fecondo  termine  la  fomma  di  tuue  le  radici , fo 
•l'equazione  à;il  fecondo  termine  , quando  le  radici  imma- 
ginarie non-fi  diftruggano  a due  a due  coi  fegni  contrari, 
in  effe  coefficiente  vi  farà  neceffariamente  qualche  irama- 

8‘* 
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ginarlo  contro  il  fuppollo  ; fc  poi  mane»  il  fccdtìdd  ter» 
mine  , appunto  egli  non  può  mancare  , fe  non  quando  la 
fomma  delle  radici  pofiiive  fìa  eguale  alla  fomma  dello 
negatirc  , c per  confeguenza  ancora  la  fomma  delle  in»- 
msginaric  pofitire  eguale  alla  fomma  delle  immaginario 
negative  , cioè  fe  non  quando  effe  fi  dillruggano  nel  mo- 
do (addetto  . Le  equazioni  adunque  di  grado  difpari  ave- 
ranno  necelTariamente  una  radice  per  lo  meno  reale  , o 
quelle  di  grado  pari  potranno  averle  tutte  immaginario  • 
Medcfimamente  fi  difeorra  , per  la  lìefla  ragione  , delle 
radici  forde  ; vale  a dire  , che  fe  l'equazione  non  averi 
termini  fordi , o irrazionali , le  di  lei  radici  o faranno  tut- 
te razionali,  o le  irrazionali  faranno  di  numero  pari  a due 
a due  eguali  , ma  con  fegno  contrariò  . 

151.  Vi  fono  delle  equazioni , che  inno  tutte  le  ra- 
dici pofitive,  dell* altre,  che  le  inno  tutte  negitivc,e  dell’ 
altre  , che  ne'  anno  e delle  pofitive  , e delle  negative,  fic- 
come  ve  ne  fono  di  quelle  , che  le  inno  tutte  immaginar 
'rie  , altre  tutte  reali,  altre  finalmente,  che  ne  inno  e del- 
le reali,  e delle  immaginarie . Diverfe  regole  fi  danno  da- 
gli Scrittoti  d’Algebra,  per  conofeere  in  una  qualunque 
data  equazione  il  numero  delle  radici  pofitive  ,e  negative, 
delle  reali , c delle  immaginarie  ; ma  perchè  quefte  rego- 
le , e le  loro  dimofirazioni  fono  affai  compolie  e proliflè, 
c di  pochHTimo  ufo  , da  me  fi  tralafciano  , ballando  il  fl- 
pcre  ; primo  , che  fe  tutte  le  radici  fono  negative  , faran- 
no pofiiivi  tutti  i termini  dell’equazione  , impercwcchè  ef- 
fe»- 
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fendo  pofltivi  in  queflo  cafo  tutti  i termini  della  equazio- 
ni femplici , cioè  delle  radici  prefc  nel  fecondo  fignifica- 
to  (nqm.  145.),  dalle  quali  g’intcndc  generata  U propolla, 
faranno  altresì  pofitivi  tutti  i prodotti  ; fecondo  , che  fo 
tutte  le  radici  fono  pofitive  , i termini  dell’ equazione  fa- 
ranno alternativamente  pofitivi-,  e negativi,  poiché  il  pri- 
mo termine  , tome  fi  fupponc  , già  farà  Tempre  pofiiivq; 
B fecondo  termine  , poiché  cantieoc  la  fomma  di  tutte  le 
radici  ( le  quali  eflendo  pofitjve,  faranno  negative  nelle.* 
^equazioni  .fcmplid  ) farà, negativo  j il  terzo  termine  conte- 
nendo gli  ambj , cioè  prodotto  di  numero  pari , farà  pofi- 
tivo  ; il  quarto  contenendo  i terni , cioè  prodotto  di  nu- 
mero difpari , farà  negativo  , e cosi  di  mano  ip  mano , e 
però  un’  equazione  comporta  alternativamente  di  fegni 
pofitivi , e negativi  averà  tutte  le  radicj  pofitive  . ■ - 

Quindi  fc  i termini  di  un’  equazione  non  averanno 
tutti  il  fogno  pofitivo  , o non  averanno  alternativamente 
U pofitivo  , e negativo,  vi  faranno  radici  pofitive,  c nega- 
tive . Altro  argomento  ficuro , che  l’cqutzionc  contenga 
jradicl  pofitive,  c negative  , farà  quando  in  efla  manchi 
qualche  termine , perchè  non  può  un  termine  mancare  , 
fe  non  difbuggcndofi  con  i fegni  contrarj  i prodotti , di’ 
quali  è formato  , cioè  fc  non  ertendovi  delle  radici  pofiti- 
jm , e negative  . Querta  notizia  potrà  fervire  per  fceglicre 
a fuo  luogo  fra  i molti  divifori  dell’ultimo  termine  di  una 
formola , o equazione,  quelli ,,  per  i quali  devefi  tentar^ 
k divifioné  ; perchè  fe  Tequazione  averà  fole  radici  pofi- 
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tive,  farà  fupcrfluo  il  tentare  U divifione  per  i divifori  po- 
fltivì , e fc  avrà  fole  radici  negative , farà  fupcrfluo  il  ten- 
tarla per  i divifori  negativi  ; e fi  dovrà  tentare  per  gli  uni, 
c per  gli  altri , quando  le  radici  fieno  pofitive  , e nega- 
tive . 

Tutto  ciò  però  s’intenda  'detto  di  quelle  equazioni',' 
le  di  cui  radici  fono  tutte  reali , perche  nel  cafo  delle  im- 
maginarie la  regola  non  i luogo . Ed  in  fatti  fia  l’equazio- 
ne X*  bxx-h  aax-*-  aabzzOfta  cui  ciafeun  termine  è affet- 
to dal  fegno  pofitivo  , e pure  le  radici  fono  una  pofitiva  , 

c due  negative  , cioè  reale  , ed  ;v=±:  k'— im- 

maginarie . 

152.  Le  equazioni  del  terzo  , e quarto  grado  , nelle 
quali  manchi  il  fecondo  termine  , fe  il  terzo  farà  affetto 
dal  fogno  pofitivo  , averanno  infallibilmente  delle  radici 
immaginarie,  perchè  , effendo  le  radici  tutte  reali , il  ter- 
zo termine  non  può  non  effere  affetto  dal  fegno  negative^ 
e la  ragione  fi  è , che  , parlando  in  primo  luogo  delle-, 
cubiche  , quando  in  effe  manchi  il  fecondo  termine,  la-, 
fomma  delle  radici  pofitive  è eguale  alla  fomma  delle  ne- 
gative , e però  o una  pofitiva  farà  eguale  a due  negative, 
o due  pofuive  eguali  alla  negativa  ; quindi  le  radici  fieno, 
■per  efempio  , , è , e — r,  o pure  __a,  —è,  +-  c , il  coef- 

ficiente del  terzo  termine  farà  ab-~ac  — bc,mì  deve  effe- 
re  a+-b  — c nella  fuppofizione  , che  manchi  il  fecondo 
termine  , adunque  farà  a c maggiore  dà  ab , c perciò  ab 
ac — he  quantità  negativa  . 

NeUe 
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Nelle  equazioni  poi  del  quarto  grado  pofTono  efiere 
tre  le  radici  pofitive  , ed  una  negativa,  cioè  o , 4-  c, 

— d;  poffono  eiTere  tre  negative,  cd  una  pofitiva,  cioè 

— a,  —b,  — Ct  4-d;  poflbno  clFere  due  negative  , c_» 
due  pofitive,  cioè  — a,  — é,  +-c,  d;  nel  primo,  e 
fecondo  cafo  il  coeflBcicnte  del  terzo  termine  farà  ab  -*■ 
ac  +■  bc  ^ ad  — bd  ^cd  ; ma  per  la  fuppolizione  deve.* 
eflcrc  a-t-  b-i-  c=d,  adunque  iarà  ad  maggiore  di  ab^  cd 
maggiore  di  ac,  bd  maggiore  dì  bc,  e però  ai+.  ci 
maggiore  di  ab -t-  ac -h-bc,  cd  in  confcguenza  il  terzo  ter- 
mine negativo . Nel  terzo  cafo  il  coefficiente  del  terzo 
termine  liuri  ab—ac—bc—od—bd-h  cd,  e deve  ellère 

a-h  b — c+‘d,  . 

Si  faccia  w= a b—c-^-  d , fari 

mm  = a -H  bY.c  +■  d—ac ad-h  bc+-  bd, 
mtn—a-^b  — aa -h  Tab bb  , 

'■  mm—c-^d  -cc-t-icd-hdd,  e però 

ab  — mm  — aa — bb, 

% 

cd  — mm  — cc — dd, 

X 

e cb-^cd'=imm — aa — bb — tc — dd,.  dunque 

X 

mm  è maggiore  di  ab-t-cd  , dunque  ac ad bc +■  bd 
è maggiore  di  ab-^cd,  c però  il  coefficiente  del  terzo 
termine  negativo . 

Gg  153. 
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15J.  Egli  è fempre  in  noftra  mano  il  fare,  che  ixL^ 
una  qualunque  equazione  tutte  le  radici  vere  o pofìtive 
divengano  lalfe  o negative  , e le  negative  divengano 
pofìtive  . Nulla  di  più  per  ciò  fare  (ì  richiede,  che  cam- 
biare i fegoi  a tutti  i termini , che  fono  in  ordine  pari  , 
cioè  al  fecondo , al  quarto,  al  fedo  ec.,  la  ragione  fì  è, 
che  cirendo  il  fecondo  termine  la  fomma  di  tutte  le  radi- 
ci, in  cui  però  fono  le  negative  con  fegno  poGtivo,  e le 
pofìtive  con  fegno  negativo,  come  chiaramente  fi  è ve- 
duto al  num.  145.  nel  formare  le  equazioni  compolle  dal 
prodotto  delle  femplici , mutando  i fegni  fi  muteranno 
elle  pure  ; gl’ altri  termini  in  ordine  parì  fono  formati 
da  prodotti  di  numero  difpari  di  radici , cioè  il  quarto 
da  terni , il  fedo  da  cinquine  ec. , quindi  fe  anno  e(Ii 
il  fegno  pofitivo  faranno  formati  dal  prodotto  di  radici 
tutte  negative,  o da  numero  pari  di  radici  pofìtive,  e 
numero  difpari  di  radici  negative  ; e fc  anno  il  fegno 
negativo  faranno  formati  dai  prodotto  di  radici  tutto 
pofìtive , o da  numero  pari  di  radici  negative  , e numero 
difpari  di  radici  pofìtive  ; dunque  mutando  il  fegno  ai 
termini  pari , le  radici  pofìtive  diverranno  negative,  cd 
all’oppofto . 

Rifpetto  ai  termini  difpari  in  ordine , cfTendo  elfi 
formati  da  prodotti  pari  di  radici , fe  anno  il  fegno  po- 
fitivo, faranno  formati  « da  numero  pari  di  fole  radicinc- 
gaiivc,o  da  numero  pari  di  fole  radici  pofìtive  , o da  mi- 
ra ero 
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mero  pari  di.  pofitive  , e pari  di  negative  , quindi  mu> 
tandofì  reciprocamente  quelle  , non  fi  muterà  il  fegno 
ad  effi  termini  ; fe  poi  anno  il  fegno  negativo,  faran- 
no formati  da  prodotto  di  numero  difpari  di  radici  po- 
fiiive  in  numero  difpari  di  negative , quindi  mutandoli 
pure  quelle  reciprocamente,  non  fi  muterà  il  fegno  ad 
elfi  termini,  e però  fi  devono  lafciare  intatti. 

L' equazione  x * 4-  axx  +-  abx — abe 

+■  bxx — acx  — o à tre  radici, 

— cxx  — bcx 

due. fono  negative,  cioè  —a,  — o fia  x^azio, 
x-^b=Oj  ed  una  pofitiva,  cioè  r,o  fia  x — c=o.  Mu- 
undo  i fegni  a'  termini  in  ordine  pari  dell'equazione, 
farà  X * — axx  +.  abx  +-  abe 

— bxx — acx  =0,  e le  radici  pofitive  fa- 

4-  cxx  — bcx 

ranno  x — a—o,  x — b~o\  ed  x la  negativa. 

Nè  importa,  che  alcun  termine  manchi , nel  qual  cafo 
fi  pone  la  llelletta  in  luogo  de’  termini  mancanti , e 
procede  la  fieflà  rc^la  . Cosi  nell'equazione  a;'  • — 
aSjf  4-  48  = o,  le  di  cui  radici  vere  fono  — 2 = o,  a: — 4—0 
c la  falfa  a?  4-  =:  o , ramando  i fegni  ai  termini  pari  in 
ordine,  farà  x*  * — zSx — 48  = 0,  le  di  cui  radici  falfe 
fono  X4*  2=0,  x4-4  = o,  e la  vera  x — 6~o  . 

154.  Dau  una  qualunque  equazione  , è facile  per 
mezzo  di  congrue  foftituzioni  accrefeere,  o diminuire^ 

G g 2 ciaf- 
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ciafcuna  delle  di  lei  radici,  anco  non  cognite,  d’uniJ: 
dau  quantità,  cioè  trasformarla  in  un'altra  equazione, 
le  radici  della  quale  fieno  quelle  della  propolla  accre- 
feiute , o diminuite  della  data  quantità  . Si  ponga  eguale 
ad  una  nuova  incognita  la  incognita  dell'equazione , 
aggiunta  o fottratta  da  e (fa  la  data  quantità  , cioè  ag* 
giunta  fe  per  efla  fi  vogliono  accrefeiute  , e fottratta_ 
fe  fi  vogliono  diminuite  . In  luogo  dell', incognita , e fue 
poteflà  nell’equazione  propofla  fi  folìituifca  il  fuo  valo- 
re dato  per  l’altra  incognita,  e per  la  collante  data_; 
e nafeerà  un'altra  equazione  , le  di  cui  radici  faranno 
come  fi  cercano.  Sia  l’equazione  Ar*4-4A?» — i^xx — 
\o6x — 120=0,  le  di  cui  radici  fi  vogliano  accrefeiu- 
te  del  numero  3.  Si  faccia  *-^3=^,  e però  xzzy  — 3, 
xx-yy^6y->rfi  x^—y^ — ^yy-ir  xiy  — 27,  =/♦ — 

I2j^*-f-  5477 — io8j/+  81  ; adunque  facendo  le  foflituzio- 
ni  in  luogo  della  x , e fue  poteQà  nella  propoila , il 
trasformerà  eifa  in  quell’ altra 

y* — i2^*+-547y — io8y+.8l 
•f4y*  — 3<Jyy -1- 108^ — 108 

— 1147 — — o 

-iotfy+-3i8  > 

— 120 

cioè  y^  — By*  — yy  — o > ® dividendo  per  y , 

yt  — %yy — ^+-8  =o,  io  cuì  è manifeflo,  che  le  radi- 
ci faranno  maggiori  delle  radici  della  propoila,  quanto 

« 

c 
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è 11  numero  3,  perche  fc  fi  è fatto  adunque 

farà  y uguale  a ciafeun  valore  di  x accrefeiuto  del  3 • 
E qui  fi  rifletta  , che  nell’  accrefeere  in  quello  modo  le 
radici,  fi  accrefeono  di  quella  tale  quantità  le  pofitivc , 
ma  le  negative  fi  diminuifeono  della  fielTa  quantità,  per- 
che aggiungendo  pofitivo  a negativo  , fe  il  negativo  è 
maggiore  del  pofitivo  , fi  fa  minore  nel  genere  fuo  di 
prima  , fe  è eguale  fi  fa  zero  , fc  è minore  fi  rendo 
pofitivo;  quindi  nella  propolla  equazione  — 

i^xx — io6x — 120=0  , le  di  cui  radici  ( le  quali  però 
non  fi  fanno  per  ora  ritrovare  coi  metodi  infegnati  ) fono 
5,  — 2,  — 4,  — 3,  cioè  x — 5 = o,.v-h  2 = 0, a: -1-4=0, 
*■+3=0  una  vera  c tre  falfe,  avendo  io  voluto  accre- 
fcerle  del  numero  3,  nella  trasformata  — 8^;» — ^4-8=0 
dovranno  clTere  +-  8,  -t-  i , — i ,cioè^ — 8 = 0,^ — i =0, 
y+  1=0,  che  tali  appunto  fono , ed  è zero  quella  che 
corrifponderebbe  alla  quarta,  perchè  — 3 -t-  3=0,  e per 
quella  ragione  è di  fole  tre  diraenfioni  l’equazione  ridot- 
ta, febbene  di  quattro  la  propofla. 

All’oppollo  quando  fi  diniinuifeono  d’una  data  quan- 
tità le  radici  di  un’equazione,  per  la  ftelTa  ragione  le  ne- 
gative crefeono  nel  genere  fuo  di  quella  quantità  , ma  le 
pofitive  polTono  divenire  nulle  ,'fe  la  data  quantità  è 
loro  uguale,  e negative  Vè  di  loro  maggiore . Nella_. 
flella  equazione  x*  -»-  4j:’  — ipxx  — lotfAf  — 120  =0 
volendo  diminuire  del  numero  3 le  radici  , fi  fac- 
cia 
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eia  X — e però  x-y*-^  , a*a:  =>>/ -t- <?/ +■  9 » *■’= 
y^^Syy+  27^-»- 27,  x*—y*-*-  54)74- 81  , C-. 

però  fatte  le  fofHtuzioni , farà  l’ equazione 

7*+- 127’  -H  547>  •*"  •♦*81 

■f.  4y  * 4-  3^77  + 1 087  4-108 

— 1977 — 1147 — *7*  — ° 

■ — 10^7 — 3 

— 120 

cioè7^4”  1^7*  4-  T^yy~~^y  "”4^®“®*  ® perche  le  radici  della 
propella  fono  5» — — ‘3» — 4t  ^ 5—®»  at4-2_o, 

jt4-3  = o,a?4-4  = o,  dovranno  eflerc  quelle  della  trasfor- 
mau  2,  —5,  — <f,  —7.  ci®è  7— x =0 , 74-  5 =® . 
74-<y=:o,  74-7  = 0,  che  tali  appunto  fono. 

Sia  Tequazionc  x^'^cxx — bbx — Wc=o  , e fi  vo- 
gliano accrcfcerc  della  data  quantità  a le  di  lei  radici . Si 
faccia  jf4-«=;',  e x~y—a,  xx=yy—2ay^aa^^ 
y I — ^7  » 34X7  +*  3^14^ ' » quindi  fatte  le  fofiituzioni , fara 

r equazione  7 ’ — 3 '’XJ'  3^*4y  * 

4.  cyy  — 2acy  4-  ooc  — o , t . 

— bby  4-  abb 
— bbc 

• le  di  cui  radici  fono  maggiori  di  quelle  della  propofia-. , 
quanto  è la  quantità  /j,  ed  in  fatti  le  radici  di  quella  fono 
M—b-o,  x^b-o  , x-^c  = o , e di  quella  fono 
7 — ^4-0=0,  74-t — 0=o,74-e  0=0. 

*5J- 
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• 155.  In  fimi!  modo  fi  potrà,  data  un’equazione, 
trasformarla  in  un’altra,  le  di  cui  radici  fìeno  le  meded- 
ne  della  propoda,  ma  moltiplicate,  o diyife  per  una^ 
data  quantità,  per  efempio  facendo  la  Ibrtituzione  di 
ftt^y  {attendo  x l’incognita  della  data  equazione)  fe  fi 
vogliano  moltiplicate  , e facendo  x zzy  fe  fi  vogliano 

. . T 

divife  . Cosi  pure  farà  x — fy  fc  fi  voglia,  che  le  radici 

Y 

della  trasformata  abbiano  a quelle  della  propofia  Ia_. 

ragione  di  / alla  g ; e faraflì  u'fx—y  fe  fi  voglia  , che. 
fieno  medie  proporzionali' tra  la  quantità  f,  c le  radici 
della  propella.  Similmente  faraffi  xz:  i fc  fi  voglia-, 

r 

che  fieno  reciproche  ec. 

1^6.  La  ragione  di  quelle  regole  è chiara;  imperoc- 
ché, prefo  il  primo  cafo,  cioè  quello  delle  radici  accro- 
feiute,  facendoli  la  follituzionc  di  x-t-  aziy^  i valori  di 
y cavati  dall’equazione  trasformata  faranno  eguali  ad 
a , cioè  eguali  ai  valori  della  propolìa  accrefcìuti  del- 
la quantità  a ; e fimilmcntc  fi  difeorra  i;;  proporzione 
negl’ altri  cali. 

1 57.  Molti  fono  gli  ufi  , che  fi  poITpno  fare  delle 
dene  foftituzioni  j uno  può  elTere  ^ che  fe , non  avendo 
noi  il  modo  di  riconofeerp  , quali  fieno  le  radici  d’una 
propofia  equazione  , trasformandola  in  alcuna  delle  ac- 

cen- 
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ccnnate  manière  fi  potefTcro  ritrovare  'le  radici  dellaJ 
trasformata,  quefle  accrcfciutc,  o diminuite,  moltiplica- 
te, o divife  ec.,'per  la  quantità  collante  , fecondo  la  fo- 
flituzione  fatta , farebbero  anche  le  radici  della  propofta . 

158.  Altro  ufo  farà  di  liberare  qualora  11  vuole  dalle 
frazioni , e molte  volte  da’  fordi  le  equazioni . E quanto 
alle  frazioni,,  fi  faccia  l’incogniu  dell’ equazione  eguale 
ad  una  nuova  incognita  divifa  per  la  minima  quantità , 
che  per  ciafeuno  de’  denorainatorix de' termini  dell’equa- 
zione fia  divifibile,  la  quale  nel  cafo  , che  elfi  denomi- 
natori foflero  primi  tra  loro  , farà  il  prodotto  de’  me- 
defimi;  indi  fatte  le  folliiuzioni  , e ridotti  i termini  al 
'comune  denominatore,  fi  avrà  un'altra  equazione  libe- 
ra dalle  frazioni , le  di  cui  radici  faranno  quelle  della-- 
propolla  moltiplicate  nella  quantità  , per  cui  è fiata-, 
'-divifa  la  nuova  incogniu  . .Sia  V e<iuaz\one  y * -t- ayy — 

aby^-aabzzoi  fi  faccia  > = z,  yy=^t 

6 36  %i6 

' ^ ' • I 

l’equazione  z*  azz — nbz  -k<?^=o  , e riducendo  al 
■ . ilTs  '«XI**'  '*  ^ ' “ ' • 

comune  denominatore,  farà  z ’ •<-  azz — \rdbz-\-.  zi6àab—0y 
le  di  cui  radici  divife  per  6 faranno  le  radici  della  pro- 
'polla  . Sia  Af’ — /jATAf -H . Si  faccia  a?  = z,  c 

• “ • "T  c ' d > ■ < ' . 

■fatte 
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fatte  le  follituzioni , farà  la  trasformata  z’ 


1 + 1 


azz 


b'c'd*  b'  ccdd 

^ — o » c riducendo  al  comune  denominatore 

tctd  ~r 

farà  z' — acdzz-^aabbcddz-i-a*b'c*dd:zo  i quindi  fe  fi 
lappia  il  valore  di  z,  fi  fapra  quello  di  x ancora  . Me- 
defimamcme  per  liberare  le  equazioni  da'  fordi,  il  che 
fuccede  talora,  fi  ponga  la  incognita  eguale  ad  una  nuova 
incognita  divifa  per  la  radicale,  e fi  facciano  le  fofiitu- 
zioni , Sia  l’ equazione  a? » — ata: 3 atfx  8 =o.Si 

27 

laccja  X __z_;  e però  ATAf=  zz,  a?»  = z» , e fatte  le 

3 31^3 

fofiituzioni,  farà  z*  — zzt/'B-f  z<Jz  — 8 =0,0 

3^3  3 27</3  271/3 

moltiplicando  per  3 ><^3 , farà  z’  — 3zz+ atfz  — 8 =0, 

. . 9 T 

e finalmente  liberando  dalle  frazioni  nella  fuddetta  manie- 
ra col  fare  z = y_^  ovvero  z = y , che  in  quello  cafo 

riefee  più  brevemente',  farà  l'equazione  y'  — atfy 

24=0  . E perchè  per  la  prima  foflituzione  è a?  = z , 

c per  la  feconda  z fara  x — _y_»  cioè  il  valore  della 
3 3^3 

X farà  eguale  al  valore  della  y divifo  per  3 1/  3 . 

H h Sia 
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Sia  ym-*- fxx  yn — qx  r = e ; fi  fàc- 

yn 

da  X = J[_»  c però  xx  ^ jy_j  x*  =^,  x*=y\  O 

y nn  n bJ/» 

fatte  le  foftituzioni,  farà  y*  —y' ym-t^pyy yn  — qy^ 

n f/n  » ynn  ^ n 

r ~o , e moltiplicando  per  b^b,  farà  y* — 

y» 

npyy — «jy-*-  rn~o.  Se  fi  voglia  ofièrvare  la  legge  degl* 
omogenei , fi  libereranno  dai  radicali  le  equazioni,  ma^ 
nafeeranno  delle  frazioni,  che  dovranno  ridurli,  come  li 
è detto  . 

ijp.  Poiché  levando  i radicali  per  mezzo  dell' ac- 
cennata fofiituzione  nuli’ altro  fi  fa,  che  moltiplicare  le 
radici  deir  equazione  per  efib  radicale  , è facile  il  cono- 
fccre,  che  le  il  radicale  farà  quadratico,  per  eferapio 
Wn,  bifognerà,  acciò  polfa  toglierli  dall’ equazione  , che 
il  fecondo  termine  dell’  equazione  propoila  contenga». 
i/'B,  perchè  elTendo  egli  il  complcfib  di  tutte  le  radici 
dell’equazione,  fi  verrà  a moltiplicare  per  K«;  conver- 
rà, che  il  terzo  non  contenga  k'»,  perchè  effendo  egli 
il  complelTo  degl’ambj  de’  valori  o radici  dell’ cquazio-' 
ne  , fi  verrà  a moltiplicare  per  il  quadrato  di  Vn\  cosi 
converrà,  che  il  quarto  contenga  km,  perchè  clTendo 

il 
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il  compleflb  di  tutti  i terni  verrà  in  confeguenza  a molti- 
plicarfì  per  ; Converrà,  che  il  quinto  non  contenga 
effb  radicale,  e cosi  alrernativamente.  Per  la  ftelTa  ragio- 
ne , fe  il  radicale  da  toglierfi  fofTe  y'n  » bifognerà  , che 

nel  fecondo  terraine  dell’  equazione  propofta  fi  trovi 
nel  terzo  ^»,  in  neflun  modo  nel  quarto, 

nel  quinto,  nel  fefio,  in  nellun  modo  nel  fettirao  ec. 

In  proporzione  fi  difeorra  de’  radicali  di  altro  indice. 

itfo.  Per  mezzo  di  quelle  follituzioni  fi  potrà  pure., 
levare  il  fecondo  termine  da  qualunque  equazione  , e ciò 
ponendo  la  incognita  eguale  ad  una  nuova  incognita,  ag- 
giunto , o fottratto  il  coefficiente  del  fecondo  termine  di- 
vifo  per  il  grado  dell’equazione  data,  cioè  aggiunto  , fe_» 
elio  fecondo  termine  i il  fegno  negativo,  c fottratto  , fo 
4 il  fegno  pofitivo  . Sia  l’equazione  xx->eax — bb—Oy 
fi  faccia  * = z — a y c fatte  le  follituzioni  , farà 
» 

ZI  — oz-^aa 

4 

^az — aa  ~Oy 

—bb 

cioè  zz  • — aa—o  y o fia  zz—oa-*-bby  onde  fi  vedo  , 

4 T 

—bb 

come  tutte  le  equazioni  di  quadratica  affetta  fi  polTono  in 

\ 

H h t que- 
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quello  modo  più  fpeditamente  rifolvere  di  quello  j che  fi  è 
ufato  al  nura.  74.  ; fottratto  pertanto  { a dal  valore  di  2 , 
averafli  il  valore  della  x . 

Sia  x'-^hxx — abx — a*=o.  Si  ponga 

ì 

c però  fatte  le  follituzioni , farà  2 ‘ • — 6^2  -h  ' 

ì »7 

— abz-^abb  =0; 

"T~ 

— a* 

quindi  levato  b dal  valore  di  z , averafli  il  valore  della  x 
] 

Sia  l'equazione  — zax'  4-  laaxx — 2ìj*x  ■*-a*zzo. 

— ccxx 

Fatta  x:zz-*-ta,  cioè  x^z-t^a  ^ c fatte  le  follituzioni 

T ' » 

farà  l' equazione  z*  * +-  2-aazz  — a'z 

16  cz  o « 

— cczz — accz — aacc 

4 

E però  aggiunto  -^a  al  valore  di  z , averafli  il  valo- 
re di  a:  . 

i5i.  Similmente  fi  potrà  levare  il  terzo  termincJ 
dalle  equazioni  nel  feguente  modo  . Sia  l'equaziono 
X* — 3i3Af  ’ 4-  ‘^aaxx — ' x — ra*  — Oy  fi  faccia  x—y  — b 

( la  i è un*  indeterminata  da  fiflarfi  ) c fatte  le  follituzioni , 

farà 
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farà  -t^óbhyy — 4?>*^  -f^b* 

— ì^y*  9ohyy  — $ahhy  -t-  ^ab* 

•H  3 a *yy  — tf  jj/7  -h  3 aahh  =:  o . 

— 5^'y  +"  5 ti' b 
— za* 

Ma  acciò  che  in  quefta  equazione  foITe  nullo  il  terzo  ter- 
mine bilognerebbe  , che  folfe  tfi/j  pj/j +- 3<jj  = o,  cioè 
bh +•  “^ab aa  — o f e però  h~  — 3a±;a,dalche  s’impa- 

XI  44 

ra  a conofcere , che  la  foftituzione  da  farfi  in  luogo  di 
y — b doveva  elTere  ^ 4-  a,  o pure  y a y come  di  fatto  s'i 

% 

l’una,  come  l’altra  ci  toglie  il  terzo  termine  , dandoci  la 
prima  * — \^a*y — tfja*  z:o  , e la  feconda-. 

4 

• — 4^’>^ — 6a‘'  — o. 

Con  tale  artifizio  fi  conofce , che  per  togliere  il  fe- 
condo termine  fi  devono  fare  le  follituzioni , che  fi  fono 
praticate  al  num.  \6o. 

\6z:  Che  fe  un’equazione,  in  cui  manchi  il  fecondo 
termine,  fi  vorrà  trasformare  in  un’altra,  in  cui  manchi 
il  penultimo,  ballerà  fare  la  fofiituzione  di  una  qualunque 
coflante  divifa  per  una  nuova  incognita  in  luogo  dell’in- 
cognita della  data  equazione.  Sia  pertanto  x*  * -t-aaxx  — 
a*x-i-a*=o.  Si  faccia  x — aay  farà  — a'-i-a*—Oy 

y y"  yy  y 

c ri- 
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e riducendo  al  comune  denominatore  , e dividendo  per 
y farà  — ay^  aayy  * + Se  nella  follituzio- 

ne  x—aa  in  luogo  della  collante  a avelli  prefa  un’altra 

7 

qualunque  , avrei  ottenuto  il  medefimo  intento  , ma^ 
l’equazione  trasformata  avrebbe  avuto  delle  frazioni. 

Kfj.  Che  fe  nella  propofta  equazione  non  manca-* 
il  fecondo  termine,  ma  bensì  il  terzo,  o quarto  ec.,  li 
potrà  col  medefimo  metodo  fare  fparire  quello  , chc_. 
dall’  ultimo  è egualmente  diflante  , come  quello  , che 
manca , lo  è dal  primo  . 

1^4.  Ed  all’oppollo  mancando  nell’equazione  uno 
o più  termini , fi  potrà  fempre  renderla  compita  , fa- 
cendo una  nuova  incognita  più  , o meno  una  qualun- 
que collante  eguale  all’incognita  dell’equazione,  e la—  ' 
trasformata,  avrà  tutti  i termini.  Se  di  più  fi  volelTe,_ 
che  la  trasformata  folTe  di  grado  fuperiore  , fi  moltipli- 
chi ciafeun  termine  della  propolla  per  tanta  poteflà 
dell’  incognita  , per  quanta  fi  vuole  , che  crefea  il  gra- 
do , indi  fi  faccia  la  flclTa  folliiuzione  . Cosi  fe  , data-, 
l'equazione  x* — a* no,  fi  volelTe  mutata  in  un’altra-, 
compita  , e del  feflò  grado  , farebbefi  x* — a*xxzzo  , ' 
indi  la  foftituzione  indicata  , cioè  x = z±a  C intendendo 
per  a qualunque  fi  voglia  collante  ) ed  avrebbcli  1*  equa- 
zione , che  fi  cerca  , ommettendofi  ora  il  calcolo  per 
brevità  . 

iffj. 
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1^5.  Ridotte  le  equazioni  in  maniera,  che  abbiano 
il  malfimo  termine  pofitivo  , e fenza  coefficienti , che 
fieno  libere  da  frazioni , e Tordi , e paragonate  al  zero  ; 
prima  di  giudicare,  che  il  problema  Ha  di  quel  grado  , 
di  cui  è l'equazione  , bifogna  vedere  , fe  ella  abbijL- 
divifori  di  una  , di  due  , o di  più  dimendoni , per  i 
quali  divifa  fi  riduca  a grado  inferiore  ; imperciocché 
del  grado  della  ridotta  è propriamente  il  problema  , c 
non  della  prima  . Un’equazione  cubica;  fe  abbia  un  di- 
rifore  di  una  dimenlìone  , per  elio  divifa  fi  riduce  a_ 
due  dimenfioni , e le  due  radici  di  quefia  , che  fi  ave- 
ranno  per  le  regole  de’  numeri  73.,  e 74.,  ed  il  divifo- 
rc  faranno  le  tre  radici  della  propofia  , quindi  il  pro- 
blema, che  a tale  equazione  ci  à portati  non  è cubico, 
ma  piano  , e fi  potrà  coflruire  colla  fola  Regola  \ c_» 
Compaio  , cioè  con  rette  linee,  e circoli . Un’equazione 
del  quarto  grado  fe  abbia  due  divifori  di  una  dimen- 
fione  , per  effi  divifa  fi  ridurrà  a due  dimenfioni , le 
radici  della  quale  con  ì due  divifori  faranno  le  quattro 
radici  della  propofia  , e però  il  problema  farà  piano  ; 
, nello  fteffo  modo,  fe  abbia  un  divifore  di  due  dimen- 
fioni  , un’altro  di  due  dimenfioni  farà  il  quoziente  , le 
di  cui  radici  con  le  radici  del  divifore  faranno  le  quat- 
tro della  propofia  , e però  piano  il  problema  . Se  poi 
avrà  un  folo  divifore  di  una  dimenfionc  , la  ridotta-, 
farà  di  tre,  ed  il  problema  farà  bensì  folido  , ma  del 


terzo 
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terzo  grado , c non  del  quarto  , come  appariv* . Un* 
equazione  del  quinto  grado  , fc  avrà  tre  divifori  di  una 
ditnenfione  , o uno  di  una  , ed  uno  di  due  ( che  c Io 
flelTo  cafo  come  fe  ne  aveffc  due  di  due  dimenfioni , 
perchè  ncceflariamcnte  ne  averebbe  anche  uno  di  una) 
fi  ridurrà  a due  dimenfìohi  , e però  fì  potranno  avere 
le  cinque  radici , ed  il  problema  farà  piano  ; fe  ne  ab- 
bia un  folo  di  una  dimenllone  11  ridurrà  al  quarto  gra- 
do , c del  quarto  grado  farà  il  problema  ; fe  ne  avrà 
due  di  una , o uno  di  due  , fi  ridurrà  al  terzo  grado  , 
ed  il  problema  farà  del  terzo  grado  : in  llmil  modo  li 
difeorra  dell’ altre  . La  maniera  di  ritrovare  i divifori  di 
una  dimenfione  è Hau  infegnata  al  num.  ^6. 

i66.  Ma  oltre  a quelli , ficcome  polTono  avere  le  equa- 
zioni dei  divifori  di  due,  e più  dimenfìoni,  si  razionali,  co- 
me irrazionali  , con  eflì  in  fimil  modo  operando  , c 
nella  fteflà  maniera  difeorrendo,  dcvell  tentare  la  divi- 
fione  dell’equazione  propolla , quando  però  llafi  prova- 
ta prima  la  divifione  per  i divifori  di  una  dimenfionc, 
il  che  generalmente  devefi  fempre  premettere , qualun- 
que fiafi  l’equazione . 

16 j.  La  maniera  di  ritrovare  quelli  divifori  per  le 
equazioni  del  quarto  grado  può  eflcre  la  feguente  ; giac- 
ché quelle  del  terzo,  o fono  irriducibili,  o fi  poflbno  ri- 
durre per  un  divifore  lineare  razionale  , per  cITere  eflc 
( come  fi  fnppone  ) libere  da’  radicali . 
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Suppoflo , che  l'equazione  del  quieto  grado  fia— 
per  i divifori  d'ima  foli  dimenfione  irriducibile  , fi  tol- 
gi da  efia  il  fecondo  termine,  ( num.  160.)  e nafca_., 
per efempio, l'equazione Af*  • — ijasxx — loa'x — 6a*=o, 
Si  fupponga  quella  eguale  al  prodotto  di  due  del  fecon- 
do grado,  cioè  di  xx-h  z=o,  e di  xx — xy-hu=Oj 
nelle  quali  le  y,  z,  u fono  indeterminate  da  fifiarfi  nel 
progreflb , e le  »,  z pofibno  avere  qualunque  fegno  ; 

il  prodotto  farà  x*  •■^•zxx 

— yyxx — yzx-¥-uz  =0  , 

+ uxx  •+-  uyx 

quindi  fi  paragoni  termine  per  termine  quefta  equazione 
colla  propolla  ; e dal  paragone  de'  terzi  termini  fi  rica- 
va z = — i^aa  yy  — « ; dal  paragone  de'  quarti 
— 2oa*-t-  z,  e ponendo  in  luogo  di  z il  valore  già  ri- 
y 

trovato  a fine  d' avere  la  u data  folo  per  la  ^ , e per  lc«* 
note,  farà  u — — iòi«— r e ponendo  quello 

%y  XX 

valore  di  u nell' equazione  z = — \jaa-\-yy — «,  averaffi 
a = — ijaa-^yy^zoa*  \ dal  paragone  degl' ultimi  termi- 

X % xy 

ni  fi  ricava  «z=' — e ponendo  in  luogo  di  z,  e di  « 
' ì fuoi  valori  dati  per  la  fola  , c per  le  note  , farà 
zSpa  ♦ — — 400^  *^y*-=i — 6 a*  .cioè  riducendo  al  co- 

~4  4 4V  4 

'munc denominatore,^* — S4'jay*-h  28pa*yy — 400U*  _ 

4-  2^*yy  » 

1 i equa- 
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equazione  trasformata , che  lì  può  confìderare  come  del 
terzo  grado,  per  non  elTcrvi  nè  nèy*,  nè)f.  la* 
'•  .quell’equazione  lì  ritrovino  i divilori  dell’ultimo  termine; 
c perchè,  Icbbenc  ella  è del  fello  grado,  pure  fi  confi- 
derà, come  del  terzo  , fi  tenti  fc  fia  divifibile  per  yy  ± 
quelli  divifori,  tra  quali  fi  fceglieranno  quelli  foli  di  due 
dimenfioni,  come  è chiaro  ; e fi  ritroverà  , che  è divi- 
•fibile  per  yy~^i6ja—o  , adunque  Cirk  ’yy—  tSaa  , ed 
Nelle  equazioni  or: — aoa*  — ijaa-t-yvf  O 

. ty  % 2, 

z—ioa*  — ijaa-hvy  \ fortituito  il  valore  di  ^=4<j,  avraflì 

2y  ' ' 1 X ’ 

0=2  — z=iaa;  adunque  le  due  equazioni  fulTidiarlc 
XX -t-  xy'-f-z—o  y XX  — xy  o= ò dovranno  elTere  xx  +- 
^<ix-t-iaa—Of  e xx  — ^x — nelle  quali  fi  ri- 
folve  l’equazione  x*  * — ijaaxx — 2oa*  x — 6a*  =o., 

■fe  per  una  di  efie  fi  divida  . , 

Ma  le  radici  di  quelle  fono  (mi. 74.)  x— — 2JÌ  ù'zaa 

per  la  prima,  ed  x z:  per  la.  feconda,  dunque 

fono  anche  le  radici  dell’equazione  x^~\7'aùxx  cc,\ 
e tutte  quattro  reali,  una  pofitiva,  e tre  negative  . 

Se  l’equazione  trasformata  rion  avefie  diviforc  aldi- 
no, non  occorrerebbe  cercare  altro  in  quello  cafo,  perchè 
nè  menò  h'e  averebbe  la  propolta . 

Quantunque  nel  valore  della  y fi  abbia  y = ±i4<3., 
pure  ó fatto  ufo  del  folo  fegno  pofitivo , perchè  c affatto 

in- 
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indifferente  il  ferviril  del  pofitivo,  o del  negativo,  cfTen- 
do  l’efito  dell’operazione  lo  llcffo  nell’uno,  e nell’altro 
cafo  . In  fatti  fi  ponga^  = — 43,  farà  u—zauy  z— — 
c le  due  equazioni  le  ftefle  di  prima,  cioè  — 

^aa  — o,  3?3f+-43A:+  iaa~o . 

Sia  l'equazione  Af* — lax’-t-zaaxx  — 2a‘xi-a*=o; 

— ccxx 

togliendo  il  fecondo  termine  colla  fofiituzione  x:=z-h  a , 
Il  muterà  m z*  * -t-aaTz  — a*z  +-  = o , 

X 16 

— cczz — accz — aacc 
4 

Facendo  per  tanto  il  paragone  di  quella  con  l’equazione 

z*  * +-UZZ — pyz-hpu  = o , che  è il  prodotto  delle  due 
—yyzz  +-  uyz 
+-pzz 

zz-*-yz-¥-p=o,zz  — yz  4-  « = o ; al  folito  dal  paragone  de* 
terzi  termini  averemo  p —yy  — u-^  aa — ccy  dal  paragone  de’ 

% 

quarti  u—p — a*  — acc^  cioè , porto  in  luogo  di  p il  fuo  valo- 

y 

re,  «=yy  4-  àa  — cc — a* — acc,cptiò  pzzyy+~aa — cc  4* 

. » 4 * % ~ T~ 

o*-¥-accy  e finalmente  dal  paragone  degl’  ultimi  termini  ave- 
*> 

remo  pu—^ — aacc,  cioè,  polli  i valori  di  p , c di  «, 
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y*  *•  aay*  — a*yy — a* 

— 2ccy*-*~c*yy  — 2a*cc  —o. 

• — aac* 

Ora  i divifori  dell’ultimo  termine,  intendendo  di 
due  dimenfioni , fono  aa , ed  aa-*~cct  e la  divifione  fuc- 
cede  per  — aa — cc = o , adunque  farà  yy^aa-*-cCj  ed 

y — ii  i/'aa  cc , e però  u =3  aa — a * — accyp —Im  a » accy 
c le  due  equazioni  zz-^yz-'f  p^o  , e zz — jrz-i-«  = o 


faranno  zz-t-zv^ aa-*-cc  +•  ^aa*- a*  ■*- acc  — o. 


21/4/1 


• « 


2Z— z i/aa-t-  fc-t-  3aa — a’ — arr  =0  , 
~ 2t^; 


«4  ^ ce 


cioè  zz  +•  z t/  aa  -t-  fc  +•  3ff  +-<*^^aa-f-<'r  = o, 

+ » 


zz — z i^aa-H  CC+- 3£f| — i/aa-Hcc  — o , 

4 » 

le  quali  due '.equazioni  lifolutc  ci  danno  i quattro  valori 
Z—  — i/aa+-rr±  ^ — aa-f.ee — ^a  i/aa  +-  ee 

rifpctto  alla  prima  ; 

c z = •;  i/^<* +■  — 1/ — aa-f-ee-H-^a  i/aaf-ee 

-,  4 

rifpctto  alla  feconda  ; 

e pcr- 
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e perchè  effe  fono  i divifori  dell'equazione 
* -t-  aazz — a*z+-  Ka* 

= o , 

— cczz — accz — aacc 

4 

le  (uddette  radici  faranno  pure  quelle  della  fteffa  equa- 
zione; ed  effendo  fiata  fatta  la  follituzione  di  x=a  +■  z , 


faranno  * — a — - -i  re  t ■“  al^aa+-  cc  > 

» 4 

X ~ pH  + ~ aa^  cc  "il  ♦ 

* 4 

che  fono  i quattro  valori  dell'equazione  propofla 

ar* — Zax'-hiaaxx  — la'x-t-a*  — o . 

— ccxx 

i6i.  Ma  fi  può  formare  un  canone,  o Ha  formola 
generale  si  per  l'equazione  trasformata,  come  per  le  due 
fuffidiarie  xx  -t^yx  4-  z = o , xx  — yx  m =:  o , che  fi  alTu- 
mono  a fine  di  avere  i divifori , alle  quali  formule  rappor- 
tarfi  univerfidmente , qualunque  fiali  l'equazione  del  quar- 
to grado,  a cui  manchi,  o fia  tolto  il  fecondo  termino. 
Sia  adunque  l'equazione  generale  x*  * i:  pxx  ± qx  . 
Prefe  le  due  fuffidiarie  xx -t- yx -t- z = o,  xx  — yx  +•  « :=o, 

e fattone  il  prodotto  * 4-  zxx 

— yyxx  — yzx  4-  t;z 
4-  uxx  +•  uyx 


= 0 ; 
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fi  paragoni  tennine  per  termine -colla  propolla , e dal 
paragone  de’  terzi  termini  troveraflì  z — 'izp^yy — » ; dal 
paragone  de’  quarti  u—zi^q,  c fofiituito  in  luogo  di 

7~ 

z il  fuo  valore  , farà  a=ir^-t-j7  t q\  cioè  -t- p fé 

% % 2y 

nella  propofta  il  terzo  termine  è pofitivo,  e — p fe  è ne- 
gativo; e COSI  nello  ftcflò  modo  4-  fe  è pofitivo  il  quar- 
to, e — fe  è negativo  ; e quello  pollo  in  luogo  di  u 
nel  primo  paragone,  averafli  z=±  p+‘yy'+:q  ; cioè  -hp 

% % xy 

fc  è pofitivo  il  terzo  termine  della  propolla,  e — p fe  è 
negativo;  e per  l’oppollo  — j’  fe  è pofitivo  il  quarto,  c 
4-  y fe  è negativo  ; dal  paragone  de^l’  ultimi  troveralll 

Zf/= i:  r , cioè  ±:  p yy  ì:  qX  P yy  1 = i:r  , e 

w X z xy  % X ty 

facendo  l’attuale  moltiplicazione  , e riduccudo  al  comune 
denominatore  , y‘iz  ipy  * +-  ppyy  — qq  cz  o , cquazbne_» 

-Ofryy 

trasformata , che  può  dirfi  cubica  , nella  quale  farà  +■  zp 
fe  il  terzo  termine  della  propolla  Ga  pofitivo,  e — 2/»  fe 
fia  negativo  ; e farà  — 4f  ie  l’ultimo  della  propolla  fia 
pofitivo  , e +4 r Ce  fia  negativo.  Se  nelle  due  equazio- 
ni fuflldiarie  xx  +-yx  -t-  z — O , xx  — yx-¥-  uzzo  in  luogo 
di  2 , cd  « fi  porranno  i valori  di  fopra  ritrovati  , fa- 

ratl- 
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ranno  e(Tc  xx* yx±.  p yy  T ì — yffir 

% % ly 

p-t-yyH  q zzo  , quindi  fe  l’equazione  trasfurmata  far» 

X % ly 

divifibilé  Jjer  yy  iz  un  divifore  di  due  ditnenfioni  dell* 
ultinao  termine,  avrafll  il  valore  della  y , che  foftituico 
•nelle  due  xx^-yxt:  p ■*-yy^  q —o  , xx — yxiz  p 

z X *y  X 

yy  ±:  q =o  , ci  fommìnillrerà  i divifori  della  propolìa,. 
T 

X*  * ±ipxx±.  qx±.r  —o  ^ e fe  U trasformata  non  farà 

divilibilc  , nè  meno  lo  farà  la  propofla. 

Sia  l’equazione  x*  * — lyiaxx  — — o; 

riferendo  quella  alla  canonica  x*  * Hpxx ±^qx±.r  ~o ^ 

farà  pzz^aa^  q — 2a\  rzzjjij"*,  e però  la  trasformata  farà 

\ 

-■  y*-^Zaày* i6a‘^yy-^6t\a*  ■ z:o, 

cioè  y*  — %aay^ — 1243*^ — tf4ij‘=:o,  e le  due  fuUìdia- 
rie  faranno  xx-t-yx — zaa-*-  yy  +•  43'  =0  , xx — yx  — 

» "t" 

'taa+^yy — 4<j'=:o  ; ma  poiché  la  trasformata  ( ritrovati 
• 'r  y 

i divifori  dell’ ultimo  termine)  è divifibile  per^iy — t6aa, 
averemo  yy—KSaa,  ed  yzz^a  , i quali  valori  follituiti 
nelle  due  fuCTidiarie  daranno  xx  +<  4^# +- yja  =0., 
XX — /^ax-*-  jaazzOf  che  fono  i divifori  della  propolla-. 
X*  * — /^aaxx — 8a’ A* +- 35a^=o  , le  di  cui  quattro  ra- 
dici 
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dici  — ia±  K — jja  , *-=:2ai:  — aa  tutte  im- 

maginarie . 

i6p.  Alle  volte  il  Colo  togliere  dall’ equazione  il  fe- 
condo termine  bada  per  ridurla  ad  elTere  piana,  e cost 
rifparraiare  tutte  l’ altre  operazioni.  Tale  farebbe,  per 

efempio,  l’equazione  x*-*^  icx  * — lacxx-^iaacx — <tacc = o , 

•t-eexx 

la  quale , giacché  non  è riducibile  per  alcun  divifore  dell' 
ultimo  termine , togliendo  il  fecondo  termine  col  fare 
x=y — r , fi  muta  in  quella 

s 

y*  * — zaayy  * -t-c* 

71  =0, 

— ccyy  —aacc 
% % 

quadratica  allena  , le  di  cui  radici  diminuite  della  quanti- 
tà c , per  la  fofiituzione  x—y — r,  faranno  quelle  della 
a » 

proporla . 

170.  Efigge  quello  metodo  , che  fi  tolga  dall’equa- 
zione il  fecondo  termine  , nè  fi  efiende  oltre  le  equazioni 
del  quarto  grado  ; eccone  adunque  un’altro  , che  non  ob- 
bliga a levare  termine  alcuno  , e può  applicarli  tanto  alle 
equazioni  del  quarto  grado,  come  a quelle  del  quinto  , e 
fello , e talora  a quelle  di  grado  fuperiore  ancora . Sia  l’ equar 

zione  x‘‘'^ax'  +-  aaxx — aabx  — a’^  = o , 
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fi  prendano  due  equazioni  fuffidiarie  del  fecondo  grado 
XX  -t-yx  4-tt  = o,  XX  +-fx  +.  z~o,  nelle  quali  le  7,  u,/, 
2 fono  indeterminate  da  filTarfi  nel  progreflb  , e le  ne 

faccia  il  prodotto  x*  -h  yx^  -t-  uxx  + uf  x-t-  zu 
' -i-  fx  • -t-Jyxx  +■  zyx  — o i 

4-  zxx 

che  fi  paragoni  termine  per  termine  con  l’equazione-, 
propofia  . Dal  paragone  de’  fecondi  termini  troveraflì 
/=<» — y;  dal  paragone  degl’ ultimi  z=  — a*b  ; e_. 

fi 

dal  paragone  de’  quarti  yz-^fu  — — aaby  e fofiituendo 
in  luogo  di  /,  e di  2 i fuoi  valori  a — y^  — a'b  su. 

fine  di  avere  un’equazione  efprelTa  con  le  fole  7 , «, 
e le  cognite,  farà  yzzautt*-  aahu.  E perchè  fi  è trovato 

uu-h  a' b 

dal  paragone  degl’ ultimi  termini  zu— — a'b,  dovrà  ef- 
fcre  u uh  divifore  di  — a*b',  adunque  fi  trovino  i divi- 
fori  di  due  dimcnfioni  di  — a 'b  ( giacché  quelli  di  una, 
e di  tre  non  fervono,  per  elTere  le  equazioni  fullldiarie 
del  fecondo  grado  ) che  fono  ±.ab,  ±.aa.  Si  cominci  a 
prendere  in  luogo  di  u uno  dei  divifori  , per  efempio 
ab  , che  foftitoito  nell’  equazione  7 = auu  aabu  , ci  dà 
' uu-^a*b  . 

y =:  iabt  quindi  polli  quelli  valori  di  7,  e di  u nell’equazio- 

ae  fuffidiaria  xx  +-yx  -^u—Oy  farà  efla  xx  +.  zabx  +-  ab  =0, 

« +-  i 

K k c 
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e per  effa  fi  tenti  la  dirifione  dell'  equazione  pro- 
pofla  , e fe  quella  fucceda  , farà  xx'^iabx+-  ab—o 

un  divifore  , ed  il  quoziente  l’altro  ; ma  poiché  non_. 
fucccdc  la  divifionc  , fi  tenti  , prendendo  in  luogo 
di  « l'altro  divifore  — ab  dell’ultimo  termine,  e farà 
o,  e però  l’equazione  fulfidiaria  xx  -i-yx  -^u—o  farà 
XX — ab  — Oy  per  cui  divifa  la  propolla,  fucccdc  cfatta_. 
la  divifione  dandoci  di  quoziente  xx  +■  ax  +-aa^o  ; adun- 
que i divifori  dell’equazione  propolla  x*-t~ax*-¥-  aaxx — 

— abxx 

aabx — a*b~:zo  fono  xx — ab~o  ^ xx -\-ax aa—o . • 

Anche  prendendo  in  luogo  di  u il  divifore  aa  dell’ 
ultimo  termine  , per  cui  fi  trova  y~a^  e l’equazione^ 
fulfidiaria  xx-^-  ax-^  aa—o  , fuccede  la  divifione  dandoci 
di  quoziente  xx — ab—Oy  cioè  gli  flelfi  divifori  di  prima. 

Che  fe  provati  tutti  i divifori  deil’ ultimo  termine  in 
luogo  di  M,  per  nelTuno  fuccede  l’operazione,  l’equa- 
zione propolla  non  può,  almeno  con  quello  metodo  , ab- 
balTarfi,  ed  il  problema  rimane  di  quel  grado  , che  mo- 
llra  l’equazione . 

Ma  fenza  tentare  la  divifionc , fi  potrebbe  anco 
prefo  in  luogo  di  u ciafeuno  de’  divifori  di  due  dimen- 
fionì  deir  ultimo  termine,  ed  i corrifpondenti  valori  di 
z , follituirli  in  luogo  loro  nelle  formoie  lulfidia- 
rie  XX  ■>>-  yx  ■¥•  u — o y xx  -t-fx  ■<-  z — o ; e fe  il  prodotto  efi 
quelle  ci  darà  l’equazione  propofla,  faranno  effe  i divi- 

fori 
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fori  cercati.  Così  prefo  in  luogo  di  u il  divifore  — àb,i\  i 
e però/— a,  2=aa,  e le  due  equazioni  fuflidiaric 
faranno  xx — -ab  — o,  xx  ax  -{-aa—o , il  prodotto  delle 
quali  forma  1* equazione  propolla. 

Sia  l'equazione  x* — lax*  -i-iaaxx — la' x -h  a*~o. 

— ccxx 

Si  paragoni  quella  col  prodotto 

x*-*-yx'  4-  uxx  4-  fax  4-  za 
-t^fx'-hfyxx+.zyx  —o 

+-ZXX 

delle  due  folite  equazioni  fuffidiarie  xx -t-yx -t-u  zzo  y 
xx-^-fx-t-z  — o . Dal  paragone  de*  fecondi  termini  cave- 
raffi  f— — la — y ; dal  paragone  degl’  ultimi  z—  a*.  Si 

li 

prenda  il  paragone  de’  terzi , e non  de’  quard  per  avere 
il  valore  della  y dato  anche  per  la  c ( la  quale  lettera-, 
deve  elTere  necelTariamente  ne’  divifori , il  che  non_. 
potraffi  avere  dal  paragone  de’  quarti  ) farà  adunque.. 
wt^fy  -f  z=iaa — re,  e podi  i valori  di  /,  e di  z , farà 
yy  4-  lay  —a*  — laa  4-  re  4-  « , in  cui  follituito  in  luogo 

U 

di  u uno  de*  divifori  t aa  dell’  ultimo  termine , per  efem- 

plo  4-  e rifoluta  l'equazione,  farà  — a;t,^aa  4-  rr, 
€ polli  nell’equazione  xx  -^-yx  *-  u—o  i valori  della  u, 
e della  y ( prefo  per  la  quantità  radicale  il  fegno  o 
pofitivo  , o negadvo  , come  più  fi  vuole  , perchè  in  fine 

K k 2 tor- 
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torna  lo  HelTo  , come  fì  può  vedere  calcolando  nell*  uno  \ 

e nell’  altro  modo  ) averaffi  xx-^ax  x u'aa-i-  rr  <w  =:  o, 
per  cui  fuccede  la  divifione  della  propofla  equazione  » 

dando  di  quoziente  xx — ax  — x aa+  cc  -t-aa  zzo  , 
ed  in  confegucnza  le  quattro  radici  dell’equazione  propo- 
Ha  faranno 

X— -a— - f/  atHr^et^  ^/l_aj+-££— 

» 4 

x~  aa4- 

» 4 * 

Sia  l’equazione  x* zhx' hbxx — a'bzzo\  fi  paragoni 
col  prodotto  X * -h-yx  ’ +■  uxx  -hfux  -t-zu 

•hfx*+-  fyxx+  zyx  =o 

4-  ZXX 

delle  due  folite  formule  fuflldiarie  xx~hyxi^u  z:o , 
xx-t-fx+-zzzo.  Dal  paragone  de’  fecondi  termini  avre- 
mo fzzib-^y’t  dal  paragone  degl’ ultimi,  zzz — a^b\  dal 

U . 

paragone  de*  quarti  caveremo  -♦-/«=: o,  e polli  i va- 
lori di/,  e di  z , farà  — a'by-^  xbu — uy—o  , cioè 

U 

y—xbuu  . Ma  prefo  ciafeuno  de’  divifori  razionali  izaal 
- a*h+-uu 

± ab  dell’  ultimo  termine , e pollo  in  luogo  di  « , e fatto 
il  rimanente  al  folito,  non  fuccede  l’operazione;  adun- 
que fi  tenti  per  mezzo  de’  divifori  irrazionali  ab 

dell’ 
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deIl*uItinio  termine  , e però  porto  in  luogo  di  u il  di- 
vifore  irrazionale  ai^ab,  hzkyzzb,  quindi  l’equazione 
fuflìdiaria  Jrtif4'^a:4-«  = o verrà  ad  effère  x»-*-bx-*~ 
ai^ab^Oy  per  cui  divifa  la  proporta  darà  di  quoziente 
xx-i-hx — a\^ab  — o . 

171.  Intorno  alle  equazioni  del  quinto  .grado  è 
chiaro  , che  fe  elle  non  fono  dlvifibili  per  un  diviforc 
lineare,  come  già  fuppongo,  non  potranno  ederlo  fc  non 
per  uno  del  fecondo  grado,  ed  uno  del  terzo.  Per  tali 
equazioni  adunque  fi  prendano  due  equazioni  fulTidia- 
rie  , del  terzo  gradò  l’una  , c l’altra  del  fecondo,  ed  il 
prodotto  di  querte  fi  paragoni  termine  per  termine  con_. 
la  proporta  equazione  in  fimil  modo,  come  fopra. 

'Sia  adunque  l’equazione 
X*  — Saax*  — Sa’AfAf-h  ja*x  — <j*  = o; 

riprendano  le  due  fulTidiaric  xx  +-yx -^-uzzo,  x'-t~txx-*^ 
/a? 4-  z=o,  e fe  ne  faccia  il  prodotto 

tMf  ' 4-  tuxx  -t-f  ux  tu 

, ^tx*+-tyx* +‘fyxx*’Zyx  =0, 

■ ' -!-/*'+•  ZXX 

che  fi  paragoni  colla  propofla  equazione,  e dal  parago- 
ne de*  fecondi  termini  fi  avrà  r=-r-4j — dal  paragone 
degl’  ultimi  z = — dal  paragone  de’  quinti  fzz  ya  ♦ — zy , 

è fortituito  il  valore  di  z,  gfy  ; dal  paragone 

M UU 

de’ 


Digitized  by  Google 


26i  INSTITUZIONI 

de*  terzi 'fiiMlmcnte  avraflì  u-h  ty  +-fzztìaa  , e porti  ia^ 
luogo  di  r,  c di  / i loro  valori,  per  avere  un  equazione 
con  le  fole>r,  ed  «,  e le  cognite,  fari  yy -t.4ay—^y= 

UU 

-fiaa-hu-h^a*.  E perchè  dal  paragone  degl* ultimi  ter- 
mini  abbiamo  r •=—«’,  farà  a un  divifore  di  — 

fi 

onde  ritrovati  tutti  i divifori  di  due  dimenfionidi  — a», 
fifortituifcanoadunoad uno  nell* equazione 4- 4^— a*= 

. «tt 

— tfaa  + «+•  5<J*  a fine  di  avere  il  valore  della  y,  e querto 

fi 

fi  ponga  in  luogo  della  y nell*  equazione  fuffidiaria^ 
xx^yx-^u-o  , ficcome  il  valore  di  a ; e fe  per  quella^ 
fuccede  la  divifione  dell*  equazione  proporta  , averemo 
1*  intento  . Sono  adunque  i divifori  di  due  diraenfioni 
dell’ultimo  termine  ±.aa.  Si  prenda -t-aa,  e fi  fortituifea 
in  luogo  di  u neirequazione  = — tfaa-w' 

' UU 

e/+-5a*,  da' cui  fi  ricava  yy-^‘iay-Q  , cioè  y — o , ed 

yrz—ia.  Se  nell* equazione  fuifidiaria  xx^yx  ^u-o  ^ 
porto  in  luogo  di  u il  divifore  -i-aa  , in  oltre  fi  ponga 
in  luogo  della  y il  zero,  che  è uno  de*  valori  ritrovati , 
farà  xx^aa-oy  ma  per  quefta  non  fuccede  la  divifio- 
ne  della  propofta  equazione,  adunque  fi  ponga  in  luogo 

di 
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di y l’altro  valore  — 3 j , ed  averemo  xx — ^ax  -i-  oazzo, 
per  cui  fuccedc  la  divifione  , dandoci  di  quoziente  x * — 
axx  +-  2axx  — a*  zzo.  Sei’  operazione  non  foiTe  fuccedu- 
ta  per  mezzo  del  divifore  -t~aa,  averebbefi  provato  il  divi- 
fore  — aa  i che  fe  nè  meno  per  quefto  fi  avefie  avuto 
l’intento,  l’equazione  farebbe,  almeno  con  quello  me- 
todo , irriducibile . 

4 f 

Sia  l’equazione  x* -t-ax*  * -*- a* xx — aabbx—a*b  zzo  ^ 

— aabxx 

che  fi  paragoni  termine  per  termine  col  prodotto  delle 
due  folitc  fulfidiarie,  e dal  paragone  de’  fecondi  termi- 
ni troveremo  tzza — y\  dal  paragone  degl’ ultimi 
zzz — a*bi  dal  paragone  de’  quinti  fu-^‘Zy——aabb^  e 

U 

fofiituito  in  luogo  di  z il  fuo  valore,  farà/3: — aabb-h- 

U 

a*by  ; dal  paragone  de’  terzi  avremo  u*-ty-*^fzzo  , in 

UH 

cui  poAi  in  luogo  di  f,  e di/i  loro  valori,  farà  — 
ay~r~a*by~m  — aahb . I divifori  di  due  dimenfioni  di 

UM  « ^ . 

a*b  fono  ±:aa,  izab . Si  tenti  l’operazione  per  mezzo 
del  divifore  -^ab,  c.  però  pofio  in  luogo  di  u il  valore 
— ab  nell* ultima  equazione  yy — ay  — a*byzzuu — aahb  , 

uu  U 

farà  yy  — ay  — ^ = o , e però  y~o^  ed  y — ab-t-aa. 

b ' ì; — 

Si 
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Si  foftituifca  nell’  equazione  fuflìdiaria  xx<¥  u — o 
il  valore  aa-i-ab  in  luogo  di  y,  e — in  luogo  di  a,  e 
é> 

farà  XX abx  ■¥  aax — ab  — o^  per  cui  non  fuccede  la  di- 

l 

vifione  ; fi  prenda  adunque  l'altro  valore  della y , cioè  il 
zero,  ed  è l'equazione  fuflìdiaria  xx — ab  zzo,  per  cui 
fuccede  la  divifione  dell’equazione  propella  , dando  di 
quoziente  x*  + axx  +■  ahx-t-a'^o  . 

Era  arbitrario  infiituire  il  paragone  de’  quarti  ter- 
mini , ma  per  maggiore  fcmplicità  6 prefi  i terzi , 

17J.  Le  equazioni  del  fello  grado,  fuppolle  non_ 
riducibili  per  alcun  divifore  lineare  , non  lo  potranno 
altresì  clTcre  , fe  non  o per  tre  divifori  di  due  dimen- 
fioni , o per  uno  di  due  , ed  uno  di  quattro , o per 
due  di  tre  , ma  ballerà  cercare  i due  cafi , ne*  quali 
fono  riducibili  per  due  di  tre  , o per  uno  di  due  , ed 
uno  di  quattro  ; giacché  riduccndole  per  uno  di  due,  la 
ridotta  farà  di  quattro  dimenfioni,  che  fi  potrà  poi  ri- 
durre per  due  divifori  di  due  dimenfioni , fe  la  propo- 
Ila  è riducibile  per  tre  di  due  dimenfioni . 

Sia  l’equazione  x* — i^ax*  ■^-4^aax* — 

^ja*xx — i6a* che  fi  cerchi  di  ridurre  pe* 
una  di  due  dimenfioni,  ed  una  di  quattro.  Si  prendano 
adunque  le  due  fulfidiarie  xx-t-yx-t-u^o  , cdx*^-px'-t- 
rxx-hfx-*-i—o,c  fe  ne  faccia  il  prodotto 
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x*+-  px'-h  fAr*4-  /»’+-  zxx  4-  zyx  +.  zu 

yx^*-  pyx*+  tyx'+  fyxx  -t-fux  zzo  ; 

■t-  «.V*4-  pllX*+-  tUXX 

dal  paragone  de’  fecondi  termini  caveremop= — i^a — yi 
dal  paragone  degl’ ultimi  zzzia'^  ; dal  paragone  de’  terzi 

^ a , 

t*  py  -t-uzz^paa , e foflituendo  il  valore  di  p , farà  f= 
45<W4*  i^ay+yy  — «;  dal  paragone  dc’fclli  zy-t-fu  — — i6a'y 
e pollo  il  valore  di  z,  farà/z: — zay — lóa*;  dal  para- 

mt  ti 

gonc  de’  quinti  z-^-fy-t-tu^^ja^y  e foflituendo  i valori 
di  z , e r a fine  di  avere  un  equazione  dati  per  le-* 
fole  u,y,  c per -le  cognite  dell’equazione  propoila.. , 
farii  finalmente  ai* — 2a*yy — i6ay  -h  ^^^aau+-  i^ayu-t- 

■ « uu  u 

uyy  — uu  =z  pja* , cioè 

yy — +■  J^auy  4-  2a‘u — ^7a*uu  +.  4paau*  — k*  = o ; 

u.' — ìa*  > ' 

e poiché  i divifori  di  due  dimenfioni  dell’ultimo  tèrmine 
za*  fono  jzoay  iziaa  ; fi  provi  ponendo  in  quefl’ ultima 
equazione  in  luogo  di  a il  diviforc  4-  aj  , e fafà  'yy  4- 

54^4-  iiaa  — Oy  che  riloluu  ci  dà  y— — ^a± 

X 

quindi  la  formula  fuffidiaria  xx-hyx-t-uz:o  farà  xx 

^ax*~  xl^  — ^4aa-h  aazzo;  ma  per  quella  y comùnque^ 
1 

prendafi  l’ alternativa  de’  fegni  nel  radicale,  non  è'divi- 

L 1 fibilc 
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fibilc  la  equazbnc  propofta,  ficcome  nè  pure  riefce  pren- 
dendo il  divifore  — aa  ; adunque  fi  prenda* +■  , ed 

avremo  \ zay-\-  2oaa  = o,  cioè  y~ — <^a±  4a  , vale., 

a dire ^ zi:  \aa,edy~ — za.  Si  prenda — ioa,  e fi 

ponga  nella  formola  fullidiaria  xx  yx  in  luogo 

della  y il  valore  — loj,  e +-  laa  in  luogo  di  «,  farà  — 
xoax +•  laa  — o , ma  per  effa  non  fuccede  la  divifinhe  . 
della  propofia  ;'onde  fi  prenda  T altro'  valore  della  Vt  9*oc 
la  , e la  formola  c xx — iax-\-  laa—o^  per  cui  fucce* 
de  la  divifione  dandoci  di  quoziente 
^ ^ . x*—uax'-^2iaaxx—'ja'x^a*-:po.  ^ . . 

Qui  è il  luogo  di  avvertire  , che  fe  in  vece  del  para- 
gone de*  quinn  termini,  aveifi  prefo  il  paragone  de’  quarti* 
mi  farei  incontrata  nell’  equazione  cubica  ly'  -t-  iSayy  -t- 
8iaa;r.<-74,i'=o,  ed  il  paragone  de’  quinti  mi  à portata^*  - 
ad  equazione  quadratica,  dal  che  fi  vede*  che  la  feeka  del 
paragone  di  tali  termini  piuttofio,  che  d’ altri, “può  reéarc 
molto, vantaggio.  Non  è però  , che  non  poiefle  ferviro 
anche  l’ equazione  cubica  2>-V  i6ayy  h-  Staay  743»  zzzo  ; 
poiché -ritrovando  di  quella  le  radici , che  fono _y  *h  23  =: 

y-f-ixaiz  k*  4733=0*  una  di  quelle,  cioè — za  toidi 

la  medffima  equazbne  xx — 23^ +-23jrzo , 'per  cui  fi 
divide  la  propofia.  Sia  l’equazione  del  fdlo  grado 

4-'  5 3.V  ^ 43.7AT ’ 6a'x'  +-  6a*xx  +-  3 23  ‘ zr  o 

non  rKlucibik.  per  divifore,  di  due  dimenfioni  ; ,fi  tenti. 

; • adun- 
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adunque  la  riduzione  per  due  di  tt'c,  e tì  prendano  le  due 
equazioni  fuffidiaric  ■¥  yxx  Mpx  u—o  y 

X' i-tXX -h/x-f  Z—Oy 

e fe  ne  faccia  il  prodotto  ' - 

X*  +-px*  4-  ux^  4-  tuxx  4-/MZ  4-  zu 

-t-tx' i~tyx*-^ptx’-t-pfxx-t-pzx  —O. 

-t-fx*  i-fyx'+.  zyxx 

Dal  paragone  de’  fecondi  termini  caverafTì  — yi 
dal  paragone  degl’ ultimi  z = ia^  \ dal  paragone  de’  felli 

fu-^pz  — ia},  e ponendo  il  valore  di  z,farà  /—sa* — 

u uu 

r 

dal  paragone  de’ terzi />  4- ry4-/=4<7ij,  c foflituiti  i valori 
di  f , e di  /,  farà  p ~ ^aauu  — ja*»  4~  ut^ — ^auuy  ; dal 

uu — za* 

paragone  de’  quarti  « 4- pr -f-/y  4- z =:  (Jà* , e foftituendo 
in  luogo  di  r,  /,  z i loro  valori  a fino  di  avere  un’altro 
valore  di  p dato  per  le^,  u,  eie  note  dell’equazione  prò- 
polla  , farà — «’  — ^a^uy  — za*a. 

^auu  — uuy  — Zi*y  , . 

Tra  quelli  due  valori  di  p s’inflituifca  un’equazione 
per  ricavarne  il  valore  della  y dato  per  le  fole  « , e.» 
le  cognite,  ed  è 

/\a'tuu  — — ^autty  4-  uuyy  — 6a’uu—u* — — za*u^ 

uu — za*  ^ami  — uuy — za*y 

e riducendo  al  comune  denominatore,  ed  ordinando  l’e- 

L 1 2 qua* 
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qutzione  per  la  y,  farà 

>'  — 6à>uyy+-  8a*uy  — tfaV 

■—  6auKyy  — 6a'uuy  +-  ^a*uu 

i^aau'y — iZifu  zzo  '.  ‘ - 

— tr* 

E perchè  fi  à t/z  =:  za* , làrà  u un  diviforc  di  za*  ; 
ma  i divifori  di  tre  dimenfioni  di  2a‘  fono  iza\  ±.ta'\ 
quindi  prefo  uno  di  cflì,  cioè  •t-a'  in  luogo  di  »,  fi  ponga 
nell’ultima  equazione,  ed  averaflì  y'  — /^yy  +-  ^aay — 2a'=o . 
Da  qucfla  fi  cavino  i valori  della  , cioè  uno  y—zà,- 
e gl’ altri  due,  che  fono  eguali  ^ y=a  . Si  faccia  ufo  del 
primo  valore  > = che  fofiituito  in  una  delle  equazio- 

ni di  p.in  luogo’di  y , c pollo  in  luogo  di  u il  divifore 
a’,  farà  p — aa^  quindi  polli  quelli  valori  di  j/,  p,  cd  « 
nella  formola  fullìdiaria  x' -i-yxx px  ■¥■  u—o  ^ farà  elTa 
X*  +-  zaxx 4-  aaA? •+- a*  = o,  per  cui  divifa  l’equazione  pro- 
polla ci  dà  il  quoziente  x' ■¥-axx+-aax-*-za'=.o.  Seia 
divifione  non  folle  fucceduta  prendendo  yzzza^  averei 
prefo  y—a.  Che  fe  nò  meno  per  quello  aveflì  avuto 
l’intento,  avrei  tentato  per  mezzo  di  ciafeuno  degl’ altri 
divifori,  ripetendo  le  medefime  operazioni;  e fe  per  nef- 
l'uno  folTe  riufeita  la  facenda , la  propolla  equazione  non 
avrebbe  potuto  abbalTarfi  , almeno  con  quello  metodo 
c farebbe  rimafla  del  fello  grado  . 
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Sia  l'equazione  x*  ax'  -^-aax*  ^a*x'-*~  a*xx  -t-  a’>r+ 

2a‘=o,  che  fi'paragoni  col  prodotto  delle  due  fuflìdiane, 
come  neircferapio  antecedente  . Dal  paragone  de' fecon- 
di termini  averemo  t=a — yi  dal  paragone  degl*  ultimi . 
z=2fl‘;  dal  paragone  de*  felli /« c pollo  inJ. 

luogo  di  z il  fuo  valore , farà  f=.£  — ^ ; dal  parago: 

• * « «K 

ne  de'  terzi  p^ty+-f=aa,  e potti  i valori  di  f,edi/, 
p — aauu  — autty  uuyy  — ; dal  paragone  de  quarti 

fi 4- -f/y +- Zi  = » e fodituiti  i valori  di  z,/,  r per 

avere  un'altra  equazione  di  f data  per  le  fole  «,  y,  c le 
note  , farà  p = inllituendo 

atiu  — uuy-^lay 

fra  quedi  valori  di  p un'equazione  per  avere  il  valore 
della  y dato  per  la  fola  «,  c le  cognite,  fatte  le  debite 
operazioni,  farà 

y * ■ — ^ zutt’yy  +-  zaau'y  +- 

•:  la’uyy — za'uuy-)- o>*uu 

4.  za'uy  • — 6a^u  — o.» 

• — u* 

4*  44“ 

o*  -t-  za*a 

1 divifori  di  tre  dimenfioni  di-  za*  fono  ±a',  ± 23»  . 
Si  prenda  in  luogo  di  u il  divifore  -»-aS  che  fi  pon- 
ga in  queft'  ultima  equazione  , e fi  riduce  ad  e(Te- 
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re  >•  —■^'yy^za-y  :=o  ^ g dividendo  per  y,  farà 
>>=:o  , Cd  ^ ^ ^ cioè  y±2g± 


^ quefli  tre  valori  della  y fi  prenda  il  primo  , cioè 
y-o,  e fi  fofiituìfea  in  luogo  di  y in  una  delle  duc_, 
equazioni  di  ed  in  luogo  di  a , e farà  * = o* 
adunque  l’equazione  fulTidiaria  ar  ’i-yxx  t- px-t- a :=o  farà 
a”-h  <j'z:o,  per  cui  divifa  l’equazione  propofia  ci  dà  di 
quoziente  x • +-  axx  +•  aax  -i-  za  * o , 


P'-'nia  fi  fapefle,  che  fono 
divifibih  per  un  divifore,  in  cui  manchi  qualche  termine 
fi  potrebbe  rifparmiare  molta  fatica  col  prendere  unaj 
delle  due  equazioni  fuflìdiarie  mancante  pure  dello  fief- 
lo  termine,  ma  poiché  ciò  non  fi  fa,  fi  fuole  provare 
r^erazione  primieramente  con  una  di  efle  equazioni 
fuindiarie  mancante  o d’uno,  o di  un’altro,  o di  più 
termini  ; tuttavia  però,  perchè  l’opera  è gettata  fe  la^ 
proporla  equazione  non  è it>  quello  modo  riducibile 
c bifogna  in  fine,  ciò  non  ollante,  ricorrere  alle  equal 
zioni  fulEdiarie  compite,  è meglio  fervirfi  di  quelle 
lui  bel  principio,  giacché  ci  danno  i divifori  per  l’uno 
c l’altro  cafo  . * 

Senza  ripetere  le  operazioni  ad  ogni  efempio  avrej 
potuto  formare  il  canone  generale  , a cui  rapportare 
ogni  particolare  equazione  in  fimil  guifa  a quello  del 


num. 
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jium.  i«8. , ma  oltre  che  ciò  fuole  cagionare  della  con- 
fufionc,  pare,  che  le  attuali  operazioni  fatte  in  propofi- 
to  diano  maggior  lume  , c facciano  'migliore  effetto-., 
quindi  ad  cfTc  piuttoflo  mi  fono  attenuta  . ' 

t 173. 'Lo  fteflo  metodo  fi  può  proporzionalmente 
applicare  alle  equazioni  di  grado  fiiperrore  , ma  il  cal- 
colo -crclce  a d'rfrtiilura  V perchè  fc  fi'  debba  ridurre  lun' 
equazione  , per  efempio  , dell'ottavo’  grado  per  mezzo- 
di  due  del’quano,'  nelle  quali  non  manca  alcun  termi- 
ne, ciafeuna  delle  due  equazioni  fuflìdiarie  avrà  quattro 
indeterminate,,  on^le.  confiderata  _una  di  quelle  equa- 
zioni , come  farebbe  a?*  -t-  fxx  uzzo , e prefo 

per  la  «,,uno  de’  divifori  dell’ultimo  termine  della  pro- 
polla , rimangono  tre  indeterminate  y y q da.  filTarfi. 
coi  fuliti  paragoni , nel  ohe  s’ incontrano  equazioni  Ibli- 
de",~  delle  quali  però  avendoli  le  radici , l’operazione 
pillò  procedere p i.  • . ^ ; 

. _ . _ ^ P R O B LEM  A I. 

• - -174.  Ritrovare  quattro  nto/teri  y 4 quali  Ji  fuperiuo 
dell' tnità  i ed  il  prodotto  loro  Jìa  100. 

Sia  il  primo  numero  il  fecondo  farà  zzx-i-  i, 
il  terzo  ‘ = Af +•  a , « quarto  =a?-»- 3 ; adunque  dovrà 
clTere  il  prodotto  loro  a^*+- ^Ar'+ iiArAr4- 5at~  loo  , cioè 

— ìoo=o  ; e perchè  quella  equa- 
zione 
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zione  non  è divifibile  per  alcuo  divifore  dell’ultimo  ter- 
mine, fi  faccia  fparire  il  fecondo  con  la  foftituzionc  di 
xzzz — 3,  e nafce  l’equazione  z*  — 522 — 1591  = 0 , 

> , . X itf- 

che  è quadratica  affetta , le  di  cui  radici  fono  zz  = 5 i:  1 o i , 

4 

e però  z=±:^5  iiK  101 , quindi  averaflì  5 £ 

±k'io7;  c però  de’  quattro  valori  della  x duefo- 

4 

no  reali,  cioè 

» 4 ‘ 

immaginari.  Se  ne  prenda  uno  reale  — 3^4- 

» 4 

per  il  primo  numero  de*  quattro  cercati  ; farà  — i 4- 


^ 5 4-  k'  loi  il  fecondo  ; j_4-  ^ 5 4- loi  ' il-  terzo  ; 

T » T 

34-  ^54-1^101  il  quarto  ; il  prodotto  de’  quali  è = 100 . 

% 4 

..  t ' f 

Si  prenda  l’altro  valore  reale  di  cioè  — 3 — 


per  il  primo  numero  ; farà  — i/joi  il  fe- 


condo 


;_I  — ^^_5_4*  loi  il  terzo;  4-1/101  il 


quar- 
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^arto  , il  prodotto  de’  quali  dà  parimente  il  numero 

loo. 


PROBLEMA  II. 


I7f.  Nel  triangolo  rettangolo  ABC  dato  il  lato  mi- 
nore AB,  i Fig.  pi.)  ed  abbajfato  il  perpendicolo  BD 
alla  bafe  AG,  ? data  la  differenza  de'  fegm  nti  AD,  DG 
della  fleffa  bafe  A G ; ritrovare  la  differenza  FC  de’  lati 
BA, BC. 

Col  centro  B,  intervallo  BJ,  fi  deferiva  il  circolo 
AEFG  f e fia  BA—a^  differenza  data  de* feg- 

xnenti  AD,  OC,  e fia  FC  differenza  cercata  = ;e  ; 
farà  GC  = 2a  ^ X , c per  la  proprietà  del  circolo  , 
GCXCF=  ACXCE,  cioè  aax^  xx-ACXh,  c però 
AC—zax-r-xx  ; ma  effendo  retto  l’angolo  ABC  avraffi 

1*4 


— ^aa  4-  zax  -^-xx  , o fia_. 


l’equazione  /[aaxx  ■*-  d^x*  +-x* 

Ti 

x*'*-^x*-*-^aaxx—2abbx—2aabb  =o  , la  quale  non 
— bbxx 

è divifibile  per  alcun  divifore  dell’ ultimo  termine  , e_. 

pelò  fi  levi  il  fecondo  termine , facendo  xzzz a,  ed 

avraffi  la  quadratica  affetta  z*~iaazz-^a*  =:o,  quin- 

— bbzz  — aabb 

di 

M m 
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di  zz  — iaa-*-bb±.  v^Saabb-t-b*^cz  — iz^yzaa’*'bb±:\^2aabb’*-b*j 


onde  fezi  — j ia<*  -^bb  HV  Saabb  ■«-  b*  , o fia— 


xzz  — a ±i  p/'aa+‘  bb izbfyzaa  bb  ; quattro  ra- 

dici  tutte  reali , quando  fìa  a maggiore  di  ^ . L«  radice 
x= — a+-  y^aa  4-  bb  ^^yrzaa-^bb  , che  è pofitiva_  , 

ferve  per  il  problema  propofto  ; la  radice  x — a+- 

f/aa-^-bb — by^zaa-^bb  , che  è negativa,  ferve  quan- 
* T 

do  II  lato  f C fìa  minore  del  lato  ^ fi  ; le  altre  due 
fervono  per  l’angolo  ABG  , 

PROBLEMA  III. 

lyfi.  Dato  il  quadrato  Fig.  92.)  ritrovare  nel 

lato  prodotto  A G il  punto  E tale  , che  condotta  all’  angolo 
B la  retta  £ B , y/o  P intercetta  E F eguale  ad  una  data  retta 
linea  c . 

Chiamata  BD  — a , DF^x  , farà  CF—a  — x , c 
condotta  fiF£,  fiaF£=c;  per  la  fimilitudine  de’  trian- 
goli 
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goli  ÈCF,  BDF  , farà  CF  (a— x),  FE  (c)  :: 
FD  (x),  FB  (^■~;)  ; ina  per  l’angolo  retto  D farà 

anche  FB=i^<ja+-xx , adunque  averaffi  Tequazionc-» 
yaa-t-xx~  ex  , e quadrando,  ccxx  =ja-»-xx,c 

X aa^  7ox^  XX 

riduccndo  al  comune  denominatore,  ed  ordinando  l’cqua- 

zione  , farà  x* — ^ax  ' +-  ^aaxx  — aa  • x +-  «♦  = o , le  di 

— ccxx 

cui  radici  fi  è veduto  ai  numeri  , e 170. , e(Terc 

x=*7fl — CC' — aa — -ja  aa^cc  , 

4 » 

x=-^a  4-  “ y/ aa+-  CC+:  y/ re — Kaa  +-  re . 

' 4 » 

Le  due  ultime  radici  fono  fempre  reali , e pofuive,  l’una 

y/aa,4-,rc — ^ cc-^ aa^-k- cc  , che  è 

4 » 

minore  di  a , ci  determina  il  punto  F,  per  cui  con- 
dotta la  linea  BE',  farà  EF  eguale  alla  data  r, 
fciolto  il  problema  propodo  . L*  altra  radice 

“«4-  y/aa+-  rr-H  |/ rr  — aa4-  -ja  Kaa  4-rr,cheè  mag- 

4 » 

giore  di  a , determina  il  punto  /;  a cui  condotta  la_. 
retta  Bf,  ci  dà  pure  ef  eguale  alla  data , e ferve  fe  il 
problema  fofTe  flato  propello  per  l’angolo  ACf. 

Mm  2 Le 
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Le  due  prime  radici  fono  immig'naric,  qualunque 
volta  fia  cc  minore  di  8aa  ,^ed  il-probleraa  impoiGbilc. 
Porta  adunpue  cc  non  minóre  di  Saa^  le  due  radici  fono 

reali,  e negative,  quindi  prefa  DG=-a — -i^aa-*-cc+‘ 


^ ££ — aa — i/' aa  cc  t e Dg  — -^a  — ^\^aa-^cc — 
j/fc  — aa — ~a  i^aa-t-  cc  , e condotte  per  lo  punto  B le 


rette  GM  ygm  ^ faranno  erte  ambe  eguali  alla  data  c ; e 
fervirebbero  , fe  il  problema  folTe  ftato  proporto  per 
l’angolo  ACD  , 

177.  Molte  volte  quando  il  problema  non  è di  na- 
tura fua  folido,  ma  piano , fe  ci  comparifee  fotto  un’  equa- 
zione folida  ponendo  per  incognita  una  tal  linea  , ci  può 
comparire  fotto  equazione  piana  prendendo  altra  linea», 
per  incognita  . Ne  prendo  un’efempio  nel  problema  an- 
tecedente, in  cui  denominando  DF—x  , fi  è ritrovata  un’ 
equazione  del  quarto  grado,  per  cui  fi  à dovuto  fare  la- 
fatica  di  ridurla  . Ma  fe  fupponendo  E il  punto  cercato, 
(Fig.f'i.)  fi  condurrà  ER  normale  a B £,  che  incontri 
in  Rh  BD  prodotta,  ed  E L normale  a BB,  e chia- 
meraflì  DR^x,  c come  fopra  BD~ay  FE—c,  e_» 
BF—y  , altra  incognita  da  eliminarfi  in  appreflb  , farà 
BR  — a+- x,BE—c^y  . Ora  per  i triangoli  fimili  B D F, 
V.LRy  farà  ER-y  y perche  è EL-CD-BD  \ e per  i 

trian- 
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triangoli  fimili  B RE,  E RL, 'fari  BR  , BE::£R,  EL, 
adunj^ue  farà  a+-)f,c  -t-y  \\y  ^a  \ quindi  cy  -\-yy  :=.aa-^  ax . 
Ma  per  l’angolo  retto  BER,  il  quadrato  di  BR  è eguale 
alla  fomma  de’  quadrati  di  BE,  e di  £ R , cioè  aa  -h  zax  +- 
xx-^2yy+-zcy  -^ccy  dunque  ponendo  in  luogo  di  cy  +-yy 
il  valore  aa-^axy  farà  l’ equazione  aa  -t-  zax  -k-xxzi  zaa 
zax+'^Ct  Cioc  x — izi^ aa  ^ cc>  , ^ 

In  un’altro  modo  ancora,  Divifa  per  metà  la  FE 
in  H,  e chiamata  CD~a  ^ fia  ic  la  data  linea  , a cui 
deve  effere  eguale  la  FE  , e fi  chiami  BHzzx  , farà 


BF=x  — c , c B£  = A•^-c  ; ma  BE~AB-AE  , dun- 
que farà  A E~v^ XX  -1-  zcx-\r  ec — -aa.  Ora  per  i triangoli 
fimili  B DF,  BEA  , farà  BF  ( x^c  ) , BD  (a)  :: 


££(*■•*•  XX +■  1CX+-  ce  — aa)^  quindi  ax+- ac  — 

X — cv^ XX -h  2cx-\-cc — aa  ^ e quadrando,  ed  ordinando 
l’equazione,  farà  finalmente  '■ 

X*  — zaaxx  — laacc  ' _ ' • ' ' 

— 2CCXX -t-  e*  • '«<■:.  i- ; 

quadratica  affetta  , le  di  cui  quattro  radici  fono'' 


x — iz  ]/ 


aa  ■ 


, jc:: 


cc  tiaif' aa-^Acc  . t. 

_ ^ - • • VI  1 ^ • w . 1 1.\;  ,*  * 

Iltcffaraentc  fc  nel  problema  II.  num'.  17^.  in  luogo 
di  fare  FC'=x Fig’ s> > • ) avelTi  denominata  B Czz x , ri- 
petendo lo  flellb  difeorfo  ^ avrei  ritrovata  l’equazione 


X*  — 2aaxx  -i-  a* 
— l’ùxx  — aM 


= 0 


qua- 
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quadratica  affetta,  le  di  cui  radici  fono 


.v=±.j/  aa hb  ±.  b , che  convengono  con 


le  prime  . 

Anco  più  fempUcemcnte,  ponendo  jlE^x,  c ripe- 
tendo lo  ffeflb  difeorfo,  avrebbefi  avuta  f equazione 


xx-hbx=2aaf  e però  x— — J^±.  ^ aaa ti , c perchè 


avrebbefi  trovata  l’cfpreflione  — a-fi/'bb+-  zbx+-  xx  — aa 
per  la  FC;  ponendo  in  luogo  di'*  il  valore  ritrovato, 
farebbe  fi  avuta  la  ricercata 

FC=— j+- aa-htó+:b  laa-hbb,  come  prima. 

» 4 

178.  Un*  altro  artifizio  fi  può  tentare  per  fimili  pro- 
blemi quando  ci  portano  a equazione  folida  , e che  però 
tali  non  fono  di  natura  Tua  ; èd  è,  ritenuta  la  fieffa  linca^ 
per  incognita  , per  cui  fi  è ritrovata  la  prima  equazione  , 
per  mezzo  d'altre  proprietà  ritrovare  una  feconda  equa- 
zione, ed  eguagliare  Tuna  all'altra  ; dal  paragone  delle 
quali  nafeerà  una  terza  di  grado  inferiore  . Eccone  un' 
efempio  nel  feguente  problema . 


r 


PRO- 
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PROBLEMA. 

t 

t ‘ 

179.  Infcrivere  in  un  dato  circolo  un  fett angola. 


Sia  ( Fig.  94.  ) il  dato  circolo  AEFOCDE,  lidi  cui 
centro  H,  raggio  F!A—r,  ed  il  Iato  del  rettangolo  fia_, 
AB  — BF—FG  cc.—x.  Divifa  per  meli  AB  in  I,  farà 
= /B,  e condotta  f C,' che  pafTerà  necelTariamcn- 

te  per  Io  centro  H,  farà  Hlzz  rr^^xx  , Cl—r  ■*. 


y fx-^xx  ^ CB-czy  irr +. ar  ^ rr-r-^  . Si  tirino  CE, 
4 4 

ed  HD,  faranno  fimili  i triangoli  CDK,  HAI,  a cagio- 
Rc  dei  due  angoli  retti  CKD,HIA,  e degl*  angoli  DCK, 
A HI,  il  primo  de’  quali,  perchè  infide  all’arco  DE,  fari 
doppio  dell’ angolo  ACl,  che  infide  alla  metà  di  DE,  c 
però  eguale  all’angolo  AHI  doppio  dello  dclTo  ACIi 
c però  avremo  per  la  fimilitudine  di  elfi  triangoli  , 


CK  ’z.x  y rr — xiezi\/ ^rrxx-^  'x*  , CE-=S^^xx^x*, 

‘ ^ tr  } , 

r 

edHK=:|/rr  — ^rrxx x*z:irr-^xx  ; ma  fono  fimili 

xr 

i triangoli  CEN,  C HK,eflTcndo retti  i due  angoli  K,N,Cd 
eguali  i due  angoli  KCH,  CEN,  perchè  infidenti  a due 

feg- 
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fegtnenti  eguali, dunque  farà  CAT=  2rr  — xv  i/'  4rrxx—x*, 


c CB  — 2rr  — xxl^^rrxx  — jf*  , c però  l’ equazione^ 
^ 2rr-Hr»^4rr  — xx  — irr  — xxU' /jrrxx  — x*  . , 

: jr; 

Quadrando  adunque,  farà  irr +•  rl^4rr — xx  = 
4r* — j:^rrxx-f~  x*X4^f^^ — nuovo  quadrando, 
r* 

ed  ordinando,  avraffi  — itfrr*'*+-  i04r**'* — ^jir*x*+- 
66or*x*  — 6fir"‘x*+.-ii6r'^xx  — zzo  ; ma  quell’ 

equazione  è divifibilc  per  xx  — 3rr  = o . Fatta  pertanto 
la  divifione,  avremo  — i$rrx'°-h  ^Jr*x* — 
iSfir’x* — io5y”’x:v 4- iir'*  :zo  , la  quale  non  è divifi- 
bilc per  alcun  divifore  di  due  dimenfioni , quindi  pare 
che  il  problema  fia  del  duodecimo  grado.  Sciolgo  adun- 
que il  problema  in  altro  modo , ritenendo  la  mcdefima 
incognita  xzzABzzBF  cc.  Poiché  nei  triangoli  HCD  , 
CDL  l'angolo  CDH  è comune  , e l’angolo  alla  cir- 
conferenza DCLy  che  infide  all’arco  DA  , è eguale», 
all’angolo  al  centro  DHC,  che  infide  all’arco  CD  metà 
di  DAf  faranno  fimili  efll  triangoli,  e però  avremo 
DLzzxxy  LH-r — Ma  l’angolo  DLC=DCH  = 

T 

EDHy  dunque  l’angolo  HLMy  che  è eguale  all’ango- 
lo 
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Io  al  vertice  DLC,  fari  eguale  all'angolo  ED H,  onde 
faranno  parallele  le  due  rette  LM,  DE,  e fimili  i trian- 
goli HLMf  HDEf  e però  fata  L M^rrx — x* , ma  . 

^ rr 

CL  = CD  = x,  (elTendo  il  triangolo  LDC  fimilc  al  trian- 
golo ifofcelc  HDC)  e CL~ M A , percflere  eguali  gl’ 
angoli  HLCy  HMA,  e però  fimili , ed  eguali  i trian- 
goli HLC,  HMA;  dunque  CAziixi-  rrx  — a-*  ; e_. 

perchè  CA  = CB  , farà  l’equazione  ^rrx  — x^  ~ 


f r 

f^2rr+  r\/^rr  — xxy  e quadrando  ^fr^xx— 6rrx 

ar*+.r’  u'^—xx  ; e di  nuovo  quadrando,  ed  ordinan- 
do l’equazione. 


itrrx*^  S^*x*—  I f-  — 3yr'“=o. 

Ed  eccomi  giunta  ad  un’altra  equazione , la  quale, 
perchè  di  grado  inferiore  alla  prima,  fi  dovrà  moltipli- 
care per  tanta  potefià  ddl’incognita,  quanta  è nccelTaria, 
acciò  divenga  dello  fiefib  grado  , e con  efia  fi  pofiìuL 
paragonare  ; moltiplicandola  adunque  per  xx , farà 

af»— larrar-V  I I2r* Ar‘ +.  io5r • 35r-xjr= 

c fottratta  la  prima  dalla  feconda,  farà 

af— iirraf'^45r*ar«— 84r‘Ar4-H7or*A-x  — 2ir»  = o , 


2ir” 


> 


Nn 


la 
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la  quale,  perchè  è del  decimo  grado,  paragonata  coUiL. 

feconda  equazione  di  fopra  ritrovata  • ' 

«■'® — ìzrrx’  +-  54r+;v* — iizr*x*-h  iojr*xJf — 3yr'*=o, 
e da  elTa  fottratta  , farà 

X*  — prrx^-h  z8r*x* — I4r*  =o  , che  è di- 
vifibile  per  xx  — arr,  e fatta  la  divifione , avremo  final- 
mente  l’equazione  del.fefio  grado  . • > • 

.v‘  — yrrx*-t- I4r*xx  — Jr^  — O. 

Ho  tenuta  quella  flrada,  per  far  vedere  l’ufo  dtl  me- 
todo ; per  altro  farei  giunta  più  prello  alla  (lefla  equazio- 
ne, fe  avelTi  paragonati  fra  loro  i due  valori  del  quadrato  di 
CJ  ritrovati  nelle  due  diverfe  foluzioni  del  problema , 
cioè  — lor*  x* -t-Srrx* — x*  della  prima,  e>» 

r* 

pr*xx — tfrrAr*  4- della  feconda;  imperciocché  fatta-. 
r* 

l’equazione  fra  quelli  due  valori,  e tolti  i termini,  che 
fi  elidono  ; farà  .v’  — Jrrx^  ì^r^x*  — fr*xx  = o , e divi- 
dendo per  ;c-a;  , x*-7rrx**-  1 4>-*xx  — 7rf  = o , come  fo- 
|5ra.  Si  poteva  anche  più  brevemente  dividere  Tequazione 
da  prima  ritrovata  a?'* — i3rrA;‘°4- 55r*A?*' — 157^***+- 
iSpr*#® — io5r"AfAf  4- itr'*=o  per  x* — -órrx*  -t-  <)r.*xx  — 
■yr’no,  o la  feconda  x'” — i2rrA;*-i-54r’^f*— n2f‘A?*4~ 
lo^r’xx  — f per  x* — ^rrxx-h  ^r*  = o , e nell’ 

uno,  e nell’altro  cafo  avrebbeil  ritrovato 4- 
i4r‘A:Ar  — yr‘  — o.  Non 
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analitiche; 

^ Non  è però  del  feflo  grado  il  propodo  problema., , 
febbenc  tale  apparifee  , non  ofhnte  U ufau  indadria  ; per 
vederlo,  ritenuta  la  fleda  compofizione  di  figura,  fi  deno- 
mini H/=at,  farà  AI=\y  rr  — xx  = IB  , Cl-r  ^ x 

/ ^ 

CB  — V'rr+-  2rjf +- ATAf -t-  rr  — xx  — iy'irr-h  zrx.  Indi  ripe- 
tendo lo  fieflbdifcorfo di fopra , fi  avrà  CK  — ixv^ rTTITT. 
' p'  — il* 

r 

HK  = i/'  r*  — 4rrATAf  +■  =rr — 2a:a:;  CE  = iCK  = 

- • ; rr  r 

^l^rr  — xx;  CN  = ^rrx  — 8a?’  1/  tr  — xx  V CB- 

r • - 1 f , ‘ . ■ ' 

zC N—orrx — i6x'  v'  rr — xx  . Ma  fi  è anco  trovato 
r* 

' ' ' '•  ■ ■ t - ■ ■ 

CB  r:  ziT. -tr  zrx  ; dunque  farà  l’equazione 

Zrr  +•  Zrx—Srrx  — l5x'  1/  rr  — xx  . 
r* 

Cerco  altra  equazione  in  maniera  diverfa,  ma  rite- 
nendo la  deiTa  HI—x  per  incognita;  per  lo  flefio  difeor- 
fo  di  fopra,  farà  DL=4rr  — 4xx;LHzzr — ^rrjr'‘^xx— 


é^x — 3rr  ; LM—Zi^rr  — a:a;X  — yr  ; CA  — 


4i/'rr — xx-\-z\^rr — » cioè  ' riduccn- 


N n 2 do , 
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do  , CA  = 8xx  — trr  1/  rr  — xx  ^ CB  ; c però 

rr 

irr  -H  irx  — — trr  rr — xx  ^ c finalmente,  egua^ 

rr 

gliando  gl’ omogenei  di  comparazione  dell*  una  , e dell* 
altra  equazione,  farà 

%rrx — i6x*w'rr  — xxzl^xx  — arru'rr  — xx  ^ la  quale 

r*  rr 

equazione  ridotta  viene  ad  cflTerc  8^?'  ^xx  — ^4rrx  — r’rro, 
del  terzo  grado.  , . " 

180.  Mcflì  in  opra  i fopraicriiti  metodi,  fe  le  equa- 
zioni non  pofibno  abbalTard , e rimangono  di  grado  fupe- 
riore  al  fecondo,  in  due  maniere  fi  può  procedere  per  la 
foluzione  de’  problemi,  che  riefeono  folidi,  o più  che  fo- 
lidi.  Una  maniera,  che  è di  pochiflìmo  ufo  , riguarda  le 
fole  equazioni  del  terzo , e quarto  grado  , e confifte  nel 
rifolverlc  , fviluppando  i valori  analitici  dell’  incognita , • 
che  ci  fi  prefenteranno  però  fotto  radici  cube,  e chiamafi  * 
la  Regola  di  Cardano.  La  feconda  generalifilma , t di  mol- 
tiffimo  ufo  confifle  nel  ritrovare  i valori  geometrici  dell’ 
incognita  col  mezzo  delle  interfezioni  di  certe  curve  oppor- 
tunamente introdotte  nell’equazione  , c così  coflruire  il 
problema  propoflo  . 

181.  E per  cominciare  dalla  rifoluzionc  analitica, 
fuppongo,  che  le  equazioni  manchino  del  fecondo  termi- 
ne , tali  potcndofi  fempre  ridurre,  fe  non  lo  fono.  JTutte 

le 
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le  equazioni  del  terzo  grado  mancanti  del  fecondo  termi- 
ne fono  comprefe  fotto  quelle  quattro  canoniche . 

I.  X* — px — q=o  . II.  x*-hpx  — q—O. 

III.  X* — px-i-q  — O.  IV.  X* -t-px -t- qzzo . i 

Si  faccia  xz:y-+-Zf  e però  px=py  *•  pz  , ed  ~x'—y'^^~ 
^yyz %zzy  +•  z*,  c lortituiti  quelli  valori  rifpetto  alla  pri- 
ma equazione  j farà  effa  y^  -t-  -^yyz  +.  "^zzy  +.  z« — py  — r 
pz  — q—^\  di  quella  fe  ne  formino  due,  cioè  %yyz 
3zz^  = p>'+-pz,  ed/■^z‘  = ^,  dalla  prima  li  ricava,  divi- 
dendo p€r^+-z,  ^yzzzp  y cioè  y—  p , che  foftituito 

nella  feconda  darà  p»  ^z'  — qy  o fia  z’ — j-z'  = — p*  , 
27Z’  ^7 

e per  le  regole  delle  quadratiche  affette,  — qz'  4-  iqq  ~ 

Lqq — y e z'—iq-^  ^ iqq — p'  ; e finalmcntc-z  = 

*7  ■ ' ~Ì7  ' ' ♦ 

.1  Lqq — £|_.  Nella  ellrazione  della  radice  qua- 

drata  ó prefo  il  folo  fegno  pofitivo,  perchè  il  negativo 
nulla  varia , e dà  in  fine  la  ftefla  quantità  del  pofitivo  per 
il  valore  della  jr,come  fi  potrà  vedere  facendone  il  calco- 
lo ; il  che  s’intenda  fimilmente  riguardo- all' altre  tre 
equazioni  canoniche  . Ma  y*  -^z*  zzq  , farà  adunque  y'=: 

?—  pCfÒ^=  ^^q—i/Lqd—p^'y 

»7  , »7 

ma 
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ma  in  oltre  fi  è fatta  a?  4»  k ,•  farà  adunque  le  r: 


— Il  » giacché 

r •'■■  • 17  • ' •'-■:■  »7 

l’alternativa  de’fegni  ommefla  nulla  varia  . 


1 82.  La  feconda  equazione  x'-t-px  — f = o , fatte  le  ftef- 
fefoflituzionii  farà^*+"'3)'>i3’-i-  322^ -h  2*  -trpy-*-pZ' — q~o. 
Si  formino-  le  due  equazioni  >3>»^2-»-322j' , 
ed  y'  +-z'~  q \ dalla  prima  fi  ricava  %yz  ~ — p , cioè 
y~ — />  , che  foflituito  nella  feconda  dà  — p*  +-z’=5', 
}*  , . -•  , 272’ 

o fia  2*  — 3'2’  = £jj  e però  2'^-'^^-»-  ^ qq  4-^» , e 2 = 

17  4 »7 


^\q ^ -qq > ma  adunque  y — 


, ed  A?  = ^hq—^^qq^Jl^ 
' . *7  , . *17 

^ , * / » . . • I- 


' 183.  La  'terza  equazione  x * — px  q-=.o,  fatte  IcJ 
fofiituzioni , farà>»*-t-5^j^2  4-  322^+-z* — py — pz-^q—Q, 
Si  formino  le  due  equazioni  ^yyz  -t-  ^zzy  — py  pz  , 
€dy>+-z‘  = — q;  dalla  prima  fi  ricaverà  $yz~p  , cioè 
y—^^  che  follituito  nella  feconda  dà  p’  -hz*  — — q, 
ì ‘ 2JZ' 


ofia 
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analitiche: 


1S7 


I .•  > » ' ' 

o fia  z*-^qz'zz — ^ , è 'però  ^ qq  — p^\ 


\ • I I ' ' '■  f ' 


i *7 

f t 


e z = 1^ ^ q — f » ma  >♦-  z’  =:  — q,  adun- 

' 4 Ì7  ' " ■*  ' ■ . 

jjuc  y—^. — ^q — y^-qq — P’  ?•  C finalmente  x — 

X7 


r.  £=4- 


' ■ 17  ^ \-r  , ~ 

184.  La  quarta  equazione  x ’+-/';«■+- §'=0  , fatte  le 
foftìtazionì , farà'j^  ’ 4^  J/^zV  ^zzjt  *■  z’  v-  py  -t-ipz 
Formo  le  due  equazioni  ^yyz-t-  ^zzy  zz — py — pz  , ed 
>*4-  z*= — q ; dalla  prima  fi  avrà  %yZz£-^p  cioè  y tt 
— p , che  fofiituito  nella  feconda  dà  — p'+iZ'= — 7, 

ìjz^.}.  ' . - V 

o fia  z‘+-qz'=  L*  * ^ ~ — ![?■*"  * 

" J7  • ^ 


e ar— . p/ — \q-*-^^qq-^pJ_  * ma  +.  z\zz-^q , adun- 


qùc^=  ^ — \q—^~qq+'^  ,'  e finairficntc  .V  ± 

*7  . . . , . 

■ ■ . I-  . - T ■ ■ ■ •j'-  ■■  ■ . 

^—\q—f^lqq^P2_^.  ~ • 

' mVv  h y,  ^ 

i8j.  Le  fleflTe  radici,  o formole  fi  avranno  ponen- 
do 
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do  x^z±  p t cioè  +-  fe  nell’equazione  è — px,  e 

3»  1*  ' 

— fc  nell'equazione  è ^px  ; quindi  = pt-h 

pp  SzJ^  • adunque  le  foftituzioni  nella  primaJ 

3z  27Z* 

equazione  canonica  xi — px — g=o,  farà  efla  z3  ^s  — 

, a^i 

\ 

y = 0,  cioè  Z<^  — qz^=  — C Z^  — ~q-h  ^ ^qq  — > 

»7  »7 

e finalmente  z — f»  ; adunque,  poiché 

' - * %7 

fi  è porto  Af=z  +-_^,  farà 

E_  • 

^ * %7 

’ ‘ • ■ ' ’ • • jlJ/ ;W— £!  • 

»7 

Per  ridurre  quella  alU  rtefla  efpreffione  ritrovata»* 
nella  prima  maniera , barta  moltiplicare  il  numeratore  , 
c denominatore  del  fecondo  termine  dell’  omogeneo  di 

comparazione  per  ^ \q—/^-^qq—^  » c farà  cfTo 

' . ^ 

t ^iq—^~qq—£  » c 

^ %7  %7 


però 


f 
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zS) 

però  x=  Lqj  — _£■  / {‘l<ì—ìl  * 


come  prima . 

La  radice  per  la  feconda  equazione  x^-hpx — qzzo 


fiwcbibc  x=  ^ -{q+-  ^ L qq-\r  — p ; 

^ *7 

c moltiplicando  il  numeratore  , e denominatore  del  fe- 
condo termine  dell’omogeneo  di  comparazione  per 

* *7 

X = ^ -{q  y/ ‘^qq-i-Ji  +■  f/ iq~  ^ ^qq^p^  , 

»7  »7 

come  prima  . 

La  radice  per  la  terza  equazione  — px-^q  — o 
farebbe  x = ^ — \q-*~  ^ — pjy- ^ 

7- 

3 /—■ y-ìì—p} 

»7 

e moltiplicando  il  numeratore  ^ e denominatore  del  fe- 
condo termine  dell’  omogeneo  di  comparazione  per 


1^— i?— i/; 

r ^ »7 

*=  p/— |?-t- 1/ ;??—£!  fi , 

' - ^ *7  »7 

come  prima . O o La 
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La  radice  per  la  quarta  equazione  x'i  px  — o 

farebbe  x — ^ — \q+-  Lqq-*-  pi  — p 

T7  ^ ■■ 

3|/— 

»7 

c moltiplicando  il  numeratore  , e denominatore  del  fe- 
condo termine  dell’  omogeneo  di  comparazione  per 

j/ — farà 

*7 

A?=  |J/— -{7+- ^ 

»7  *7 

come  prima. 

i8tf.  E’  chiaro  a vederfi  , che  i valori  ritrovati  dell’ 
incognita  x colla  prima  foftituzionc  x—y-¥-z  elìggono 
retrazione  di  due  diverfe  radici  cube,  la  dove  i fecondi 
avuti  con  la  foflituzionc  xzzz±p  richieggono  l’ctrazio- 

3* 

ne  d’una  fola;  c che  il  valore  per  la  feconda , c quarta., 
equazione  canonica  ci  comparirà  fempre  fotto  forma  rea- 
le , perchè  la  quantità  fotto  il  vincolo  radicale  quadratico 
è tutta  pofitiva  ; ma  quello  della  prima,  e terza  farà  fotto 

forma  reale,  fe  fia  ~qq  maggiore  di  ^ , e fotto  formio 

*7  , 

immaginaria,  quando  fia  ~qq  minore  di  />3  , (e  queflo 

»7 

chiamafi  il  cafo  irreducibile  ) ma  ciò  nulla  oftante  non  è 

paò , 
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però,  ch’egli  non  fia  reale;  anzi  tutti  e tre  i valori  della 
prima,  e terza  equazione,  quando  fia  “^7  minore  di  p\  , 

»7 

fono  reali  ; ficcorae.  cflTendo  maggiore  di  pt  nella-. 

»7 

prima , e terza  equazione,  e generalmente  nella  feconda, 
c quarta,  le  fole  radici  o valori  cosi  ritrovati  fono  reali , 
gli  altri  due  fono  immaginar] . 

E quanto  alla  feconda,  e quarta  equazione  , ciò  è già 
flato  dimoflrato  al  num.  i ja.  avendo  effe  il  terzo  termine 
pofitivo.  Rifpetto  poi  alla  prima,  e terza  , cioè  quando 
il  terzo  termine  è negativo,  abbia  ciafeuna  di  effe  le  tre., 
radici  realK,  che  fieno  a,  opure— a, 

e poiché  manca  il  fecondo  termine , come  fi  fuppone_. 
farà  a-b-^-Cy  e l’equazione  per  tanto,  che  nafee  da  tali 

radici , farà  di  quella  forma  — bbx-iz  bcX  h-t-  c 

~bcx  y -o: 

— ccx 

Eficndo  by  c quantità  reali,  fara  b — c quantità  pofi- 
tiva,  e perciò,  fc  fi  ponga  bb-zbc-^cc-Dy  farà  anco  bb  -h 

bc+-  cc—D^  ibCyC  bb+-bc^cc^  D’-f-  DDbc+-  Dbhcc*^  b'c'i 

»7  »7  } 

ma  farà  in  oltre  W 4-  aèe  +-«•<: , cioè  è +■  rz:  D+-  ^Cy  c però 

- - a 

bbccXb-*-c:z  Dbbcc  4-  bic^  ; e Di  DDbc-^Dbbcc-i-bici 

44  »7  j 

Oo  z i 
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è maggiore  di  DMcc  bici  ; adunque  £arà  anche  raag* 


giore  di  bbcc  Xb-hC  j e però  hb-^bc^  cc^  maggiore  di 

4 »7  ^ 

bbeeX  b-t-c  t cioè  il  cubo  prefo  pofitivo  della  terza  parte 

4 

del  coefficiente  del  terzo  termine  maggiore  del  quadrato 
della  metà  dell’  ultimo  , cioè  pi  maggiore  di  '-^qq  • 

»7 

Adunque  fe  elTendo  le  radici  tutte  reali  , il  terzo  ter- 
mine è Tempre  negativo  , ed  in  oltre _£^è  maggiore  di 

*7 

qq  ; quando  altrimenti  H trovi  vi  faranno  due  radici  im- 

4 

maginarie , il  che  ec. 

Ritrovato  nella  fuddetta  maniera  un  valore  per  ciaf- 
cuna  equazione,  fi  avranno  gli  altri  due  col  dividere  per 
quello  valore  l'equazione  propoda  , poiché  il  quoziente 
farà  un’  equazione  del  fecondo  grado , che  fi  potrà  fem- 
pre  rifolvere . - v 

187.  Potrebbefi  però  anche  , fe  più  torna  comodo, 
rifparmiare  il  tedio  della  divifionc  riflettendo , che  ficco- 

me  tre  fono  le  radici  cube  dell'unità  , cioè  i,  — d +- 
— dK  — 3 , cosi  intendendofi  qualunque 

quan- 
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quantità,  per  cfempio  \q^\/ « moltiplicata 

17 

nell’unità,  le  tre  di  lei  radici  cube  faranno 

»7 

— l"*"  4 *^“3  1/  r?+  . . 

* ‘ a/ 

t ' . ■ . ■ I , , , ■ - 

4'~r'^~3  1/  r?+"l/  <l^>ndi  le  tro 

radici  cube  della  prima  equazione  — px  — q — o faran- 

no , ordinandole  però  debitamente  , le  feguenti 

I ■-  ' - ■ IM  11.  Il 

* = /4  ^ 4?—/  ;?7  — P’  » 

17  ■*  »7 

.V  = — 1 — ; 1/  1/  ~qq^^ — > — — 3 ij/  4f — ^ -?? — » 

» *7  » ^ ' * I? 

^=— I— 3 ^ ~<iì—p±—n-v^—z  ^ \q—^~qq—pi_> 

ed  in  fatti  facendo  il  prodotto  delle  radici  tra  loro , e ponen- 
do per  brevità  ^ \q-t-  ^ Lqq—^~my  ^ \q—J ^qq—p}_  = n , 

*7  ^ »7 

il  prodotto  dell’ultima  A?+-i+-t^  — 3Xw-»-i  — i/' — 3 X « 

» I I. 

nella  feconda  ar-t-i  — — 3Xw-*-i+-i/  — 3X»  fa- 

* t 

rà 
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rà  XX  -i-  m X -i- nx  +■  miti  — trai  +-  nn , che  moltiplicato  nella 
prima  x — m — n darà  a:’ — \mnx  — w’  — e refli- 
tuendoi  valori  di  w,cdi«,  farà  finalmente  ar  * — px — y=o, 
equazione  propofia . Nè  differentemente  fi  proceda  per 
l’altre  equazioni . 

i88.  Ritrovate  le  accennate  formole  generali,  per 
applicarle  all’ufo  particolare  di  equazioni  date, ballerà  pa- 
ragonare la  propoffa  equazione  con  la  corrifpondente_» 
delle  quattro  canoniche  , per  avere  indi  il  valore  della 
q , e della  p , i quali  foftituiti  nella  formula  ci  daranno 
le  ricercate  radici , , 

Sia  l’equazione  x*-*-iaax — ga^zzo\  la  corrifpon- 
dentc  delle  quattro  canoniche  larà  la  feconda  x * -^px — q—o, 
adunque  farà  p — iaa  , q = pa* , onde  facendo  la  follitu- 
zione  di  quelli  valori  in  luogo  di  />,  c di  q nella  efprefllo- 
ne  generale  della  radice  di  efla  feconda  equazione  , 
cioè  in 


x=j^iq-t-y/ ^ > 


farà  X- jypat  + i/Sia^  ^ — ^8ia<  +.  8<j<* 

» 4 »7  » 4 "*7* 


o fia  +- 

'“^"108  » ^108 


> 


c Tal- 


\ 
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e 1*  altre  due  faranno 

X = 3 jy^ì+.  y/  22lpa<!  1 1/ 3 ^ pj! ^ 22Ii)a''  , 

» » ^ io8  » ^ "T  ,32" 

X——'  I 1^ 9 ^ 22lp<j'*  I+-V 3 jj/ pj!  ^ 22IOJ''  , 

i » io8  I a 108 

il  prodotto  delle  quali  reflituifce  l.a  propotla  equazione. 

i8p.  Ma  anche  fenza  rapportare  le  particolari  equa- 
zioni alle  formole  generali , fi  polTono  effe  indipenden- 
temente rifolvere,  facendo  ufo  della  data  regola.  Così  per 
l’equazione  x’-t~2aax  — p<a’  = o,  fatta  x=)>■^-Zf  farà 
2aax~  raay  +■  laaz  tCd  x*=y'  -t^^zyy  -h  ^zzy-t-  z*,c  foili- 
tuiti  quelli  valori  nella  propolla  equazione,  farà  mutata  in 
quefi’altra>» > +-  szyy+-  Szzy■^-z'+■  zaay  ^ ìaaz—pa  ’ rro, di 
quella  fe  neformino  due , cioè szyy  -t-  $zzy=:-~2aay—2aaZy 
ed^'-<-z’=p<j*;  dalla  prima,  dividendo  per  y-*-Zy  ca- 
veraffi  %zy-~~2aay  cioè  _y=— che  follituito  nella- 

feconda  dà  — ^-»-z>=pa*,  o fia  e* — pa'z’riSa'*,  e 
27Z’  . 17 

però  z>  = 4-  j/8ia*  ^ , c z = i^pa»  +-  i/8m^  8a*  ; 

» 4 »7  ~~I  ' 4 X7 

ma  ;/>4-z'=pa>,  adunque  y*zz^*  — 8ia* -t-Sa* , 

» 4 »7 

e però  |/ Pg»  — |/8m«4-  Sa*  ; ma  y -t- z = x , 

» 4 »7 

ad  un. 
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adunque  x—  ^ 4-  y/i5ia‘+-8  /‘  4*  ^9^ — y^Sia*  -t-  8a*^ 

' T ' *7  ^ * ^4  »7 

la  fteflà  come  fopra . 

Sia  l’equazione  z'4-3azz — 5ujz+-ia'=o  . Sì  levi 
il  fecondo  termine  , facendo  z = * — a , c vienc_» 

— %aax  +.  pa'  = 0 . Riferita  qucfla  alla  terza  canonica.-, 
avremo  p=8ja,  ^ = pa*,  quindi  foftituìti  quelli  valori 
nella  formo!»  generale  per  la  radice,  farà 


e perchè  fi  è fatta  z—x  — a , fottraendo  la  quantità  a 
da  ciafeuna  delle  tre  ritrovate  radici,  fi  avranno  le  ra- 
dici della  propofta  equazione  z'  4-3«zz  — jaaz  4-  aa'  =0. 

Sia  l’equazione  x'  — ^aax  4-  za}  — o . La  corrifpon- 
deme  delle  quattro  canoniche  farà  la  terra  x*  —px  4-  ? =0; 
adunque  farà  p-9aayq~ia*,  onde  facendo  la  foftitu- 
zione  di  quelli  valori  in  luogo  di  c di  j nell’efpref- 

fionc 
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(ione  generale  della  radice  di  eiTa  terza  equazione,  farà 

— a'  +-  y/ — 702.;'^  -H  — a*  — ^_7o2j*  ^ efpref- 

»7  17 

fione  immaginaria , quantunque  tutte  tre  le  radici  fieno 
reali,  come  appunto  porta  il  cafo  irriducibile  . 

ipo.  Nelle  equazioni  del  quarto  grado  fi  procederà 
in  quella  maniera.  Sia  l'equazione  canonica  * -i- pxx  + 
qx  — r=o  , in  cui  manca  il  fecondo  termine , e fe  non 
mancafiè,  da  efla  s'avrebbe  a togliere;  fi  trasformi  que- 
lla in  una  cubica  nella  maniera  fpiegata  al  num.  11^7. 
per  mezzo  delle  due  formole  fuflldiarie  xx  -h yx  -h  z — o ^ 
XX  — yx  -h  u — o , e farà  la  trasformata 
y* -i- 2py*  tpyy — = o , e le  due  fufTidiarie  , polli  in  . 

+.^ryy 

luogo  di  «,  c di  z i valori  ritrovati  dal  paragone  de' 
termini , faranno  xx  +-yx  +-  — 7=0, 

XX — 7^ +•-/>+■  ^>7+- £=o,  e perchè 

*y 

fi  fupponc,  che  quella  non  abbia  divifore  alcuno  di  due 
dimenfioni , da  elTa  fi  tolga  il  fecondo  termine  colla-. 

follituzione  yy^t — ~p,  ed  averemo  la  nuova  equazione 

t'~ppt—^ 

*7 

4rr  — S pr  =0. 


! 
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Si  paragoni  qucfta  alla  prima  , o feconda  delle  quat- 
tro canoniche  del  num.  i8i.,  fecondo  che  4r  è minore  , 

o maggiore  di  ^pp  , per  averne  la  radice  cuba , che  per 
brevità  chiamifi  b;  onde  Ila  r = e perchè  fi  è fatto 
yy=t — ^p,  farà  yy-b  — -^p,  c ptzxby-i^h  — ip,  che 

fi  ponga  per  brevità  —g  . Nelle  due  formole  fuffidiarie  fi 
ponga  g in  luogo  di^,  e in  luogo  d\  yy,  c faranno 

^=0  , XX-gX-¥-^-f-_p  4-£=0, 
^ % ^s  »,  X xg 

le  radici  delle  quali  fono  — — g ^ /7Fi  della 

» » 4 

prima  , ed  xzzgi:  y^^^p—gg  , della  feconda-  ; 

» » 4 


c ponendo  il  valore  di  g—i^b — jp,  faranno  finalmente 


-==  — 7?— 

{/'b  — ì.p  * * * 


x=  fp±l/ 1 - — 7P-~Ì^ 

* 3 ^ r 21/^  — i_P  ‘ 

} ^ 

le  quattro  radici  della  propofta  equazione 
• 4-  pxx  ^ qx  — r =:  o . 

Sia  l’equazione  X*  * — Zóajxx  4-  6ooa*  x — S5i<j‘:ro. 
Riferita  quefia  all’antecedente  canonica,  farà  p — — 8<Jj,r, 

? = 
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q=6ooa' , r=85ia*,  e però  la  trasformata  cubica  farà 
y* — ijiaay*-^  loSooa^yy  — 3dooooa*=o;  ma  poiché 
quella  è divifibile  per  yy  — loojj,  fenza  rifolverla  con  le 
regole  delle  equazioni  cubiche  , già  fe  ne  à la  radico  , 
cioè  yyziiooaa,  edy=ioa.  Sollituiti  quelli  valori  in_. 
luogo  di  ^ , e di  yyf  come  pure  i valori  di  p , e di  y 
nelle  due  fullìdiaric,  faranno  elTc  xx-t-  loax — > 

XX — ioajf +-37^a  = o»eleloro  radici  x= — 5J±t^48:ja, 

X zz  i 1/ — izaa  f che  fono  pure  le  quattro  radici 
della  propolla.  Si  à pollo  quello  efempio  per  far  vede- 
re unicamente  l’ufo  del  metodo,  mentre  la  data  equazio- 
ne Il  può  ridurre  a due  di  due  dimenlloni , colle  maniere 
di  fopra  a luo  luogo  fpiegate  . 

ipi.  Nelle  fole  quellioni  aritmetiche  può  avere  ufo 
qucflo  metodo  di  rifolvere  le  equazioni , e non  nelle  geo- 
metriche , poiché  avendoli  in  quello  modo  il  valore^, 
dell’incognita  efprelTo  da  radice  cuba  , ( che  fi  fuppone 
non  poterG  attualmente  cavare , poiché  in  queGo  calo 
l’equazione  avrebbe  un  diviforc,c  non  farebbe  del  grado, 
che  moGra  ) il  ritrovare  ciTi  radice  cuba  geometrica- 
mente non  può  farG  altrimenti , che  con  l’interfecazione 
delle  curve , che  è la  feconda  maniera , e la  generale  d.t_. 
me  di  fopra  indicata  al  num.  180. 

Confille  queGo  metodo  nell’ introdurre  una  nuova., 
incognita  nell’equazione,  per  indi  avere  due  equazioni  , 

Pp  2 ciafru- 
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ciafcuna  delle  quali  contenga  ambe  le  incognite  , e tutte 
due  alfieme  le  cognite  tutte  dell’equazione  proporta  ; que- 
fle  due  equazioni  fono  due  luoghi  geometrici  da  cortruir- 
fi  , le  interfezìoni  de*  quali  ci  determinano  i valori  geo- 
metrici, o fia  le  radici  dell’equazione  proporta  ; e la  ra- 
gione è chiara , poiché  ficcome  dalla  combinazione  di 
due  luoghi,  o fia  di  due  equazioni  indeterminate  , ponen- 
do in  una  di  querte  in  luogo  di  una  delle  due  incognite  il 
valore  dato  per  l'altra  equazione  , nafee  un’equazione  de- 
terminata, così  la  determinata  può  rifolverfi  in  due  inde- 
terminate . 

Sicno  adunque  ledile  equazioni  ax=zz,  xx — ^zz+- 
2.7Z+-  o ; fe  dalla  prima,  per  efempio  , fi  cavi  il  va- 
lore di  A-,  che  è 2Z  , e fi  fofiituifea  nella  feconda,  nafeerà 

a 

l’equazione  determinata  del  quarto  grado  z* — $aazz+- 
ia*  — o.  Adunque  fe  prefo  il  luogo  alla  parabola-. 
ax—zzj  faralTi  la  fortituzione  del  valore  di  zz  nell’equa- 
zione z*  cc.,  nafeerà  il  fecondo  luogo  xx  — jzz^-zjz-i- 
laa—o  . Per  cortruire  queflo  fecondo  luogo,  al  centro 
coll’ arte  trafverfo  CB~9j,e  col  parametro  fi  deferi- 

J 

vano  ( Fig.  95.  ) le  due  opporte  iperbole  BiV,  CP,  Ie_» 
quali , prefe  le  afììffe  z dal  punto  D lontano  dal  centro  A 
la  quantità  a verfo  il  vertice  C , faranno  il  luogo  dell’e- 
s 

quazione  xx  — ^zz  +■  zjz  +-  jìH  — o . 

Per 
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Per  combinare  rettamente  quefto  col  primo  luogo 
ax—zzy  è neceffario,  che  l’origine,  c l’aiT;;  dell’incognita 
X fia  comune  ad  ambi  i luoghi,  e per6  al  vertice  D,  col 
parametro  full’ arte  DO,  parallelo  all’ alfe  conjugato 

delle  oppollc  iperbole , fi  deferiva  la  parabola  della  prima 
equazione  = , incontrerà  effa  le  due  iperbole  nei 

quattro  punti  M,  N,  R,  P,  dai  quali  condotte  alfaHc  DO 
le  perpendicolari  MI,  NO,  RT,  PS,  faranno  edei quat- 
tro valori  di  z,  cioè  le  quattro  radici  dell’equaziont-. 
t*  * — ruJZZ-Hid'z-t- poficive  le  due  IM,ON, 
c negative  le  altre  P'R,  SP-,  imperciocché,  fe  la  z dell’ 
‘equazione  determinata  ( vale  a dire  ciafeuna  delle  rad.ci 
di  effa  ) deve  effere  comune  ad  ambedue  i luoghi  , non— 
può  eflTerlo,  fe  non  ne*  punti  M,  N,  R,  P,  ut’  quali  fi  ta- 
gliano  quelli  due  luoghi;  adunque  le  rette  MI,  NO, 
.Rr,  SP,  cfpriraenti  le  z,  fono  le  quattro  radici  deli- 
equazione  determinata  propolla 

z*  • — ^aazz+-za‘z-t-  ^a*—o. 
zpz.  E’  manifello , che  quanto  più  fi  accodano  i pun- 
ti Af,  N,  tanto  minore  è la  differenza  delle  ordinate 
IM,  ON  per  modo,  che  quando  un  punto  cade  nell’ al- 
tro , ( nel  qual  calo  le  curve  fi  toccano , e non  fi  tagliano  ) 
le  due  ordinate  fono  eguali , cioè  due  eguali  radici  avrà 
l’equazione  ; che  fe  poi  fi  tagliano  le  curve  nel  vertice, 
in  cui  è nulla  l’ordinata,  avrà  l’equazione  una  radice 
eguale  al  zero  ; e fi  finalmente  nè  fi  tagliano,  nè  fi  toc- 
cano 

' ■ li  . 
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cano  in  alcun  punto  le  due  curve , le  radici  della  propella 

equazione  fono  immaginarie  . • ■ 

193.  Nell’ introdurre  la  nuova  incognita  fa  d’uopo 
però  l’avvertire  di  farlo  in  anodo  , che  i due  luoghi  fieno 
i più  femplici  relativamente  al  grado  della  propolla  equa- 
zione ; cioè  a dire , che  fe  l’equazione  è del  terzo  o quarto 
grado,  i due  luoghi  fieno  del  fecondo,  vale  a dire  fezioni 
coniche,  e farà  opportuno,  a parere  di  alcuni,  che  uno 
fia  fempre  al  circolo,  come  curva  più  femplicc;  ma  fi 
rifletta,  che  determinando  un  luogo  al  circolo  , l’equa- 
zione all’altro  luogo  può  riufeire  in  moltilfimi  cafi  alTai 
imbarazzata,  e però  in  tali  cafi  preferirci  al  circolo  quell’ 
altro  qualunque  luogo , che  mi  dalTc  maggiore  femplicità . 
Se  l’ equazione  è del  quinto  o del  fello , i due  luoghi  fieno 
uno  del  fecondo  e l’altro  del  terzo  ; fe  è del  fettimo,  o 
ottavo,  fiano  uno  del  fecondo,  ed  uno  del  quarto,  o due_. 
del  terzo , riducendo  però  prima  quelle  dell’  ottavo  al  no- 
no , c cosi  di  mano  in  mano  proporzionalmente  . 

Prefa  adunque  l’equazione  del  quarto  grado 
X* ibx* acxx  — aadx  — a'f  — o. 

Si  faccia  la  equazione 

I.  XX bx  — ay  y e quadrando  farà  ibx*  -h  bbxx  — aayyy 

c però  X*  ihx*=^aayy — bbxx.  Nella  propella  fi  folli- 
tuifea  , quello  valore  in  luogo  di  x*-i-2bx*,  e nafeerà 
quell’ altra  equazione 

jj  yy — bbxx+-cxx — dx — —O'y  e mettendo  nel  fe- 

fit  a 

condo 
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condo  termine  di  querta , lafciando  intatto  il  terzo  , il 
valore  di  xx  dato  dalla  prima  equazione,  cioè  ajf — bx ^ 
nafeerà  la 

III.  yy  — bby  +-  è * je  -t-  cxx  — dx-^of —o  ^ C foftituendo 

4 « 

il  valore  di  xx  nel  terzo  termine  della  flelTa  feconda-, 
equazione , lafciando  intatto  il  fecondo,  nafeerà  la 

IV.  jy;.  — bbxx-^-cy  — hcx  — dx-^af—Of  epodo  inquella 

aa  a 

il  valore  di  xx , nafeerà  la 

V.  yy-i-cy  — bby  — hcx-^-b^x  — dx  — af-o^  da  cui  fi- 

a a ai 

nalmente  fe  fi  fottragga  la  prima  ridotta  al  zero,  cioè 
xx-t-bx  — ay:z.o,  ed  indi  ad  clTa  fi  aggiunga  , nafeerà 
nel  primo  cafo  la 

VI.  yy  +-  cy — bby  ay  — xx  — kx  — bcx  b^x  — dx  — 

a 4 4M 

af—o,  e nel  fecondo  la 

VII.  yy-^cy — bby  — ay^^xx-^bx  — bcx'^b'x  — dx  — 

• « M 

af—0, 

i * • 

194;  Egli  c chiaro  , che  la  prima  equazione  è un 
luogo  alla  Parabola  apolloniana;  per  riconofcerc  l’ altre  fa 
d’uopo  fervirfi  delle  riduzioni  (piegate  ai  numeri  lay.,  e 
128.  Con  le  quali  trovcraffi , che  la  feconda  farà  luogo 
alla  Parabola  quando  fia  ac~bb  \ all'EllilTi  quando  fia  ac 
maggiore  di  bb\  cd  all’Iperbola  finalmente  quando  fia  ac 

mi- 
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minore  di  bb.  Che  la  terza  farà  all'elliflì,  che  palTa  ad> 
elTcre  un  circolo  quando  fia  c — a^  e retto  l’angolo  delle 
coordinate  . Che  la  quarta  farà  all’iperbola,  la  quale  in 
oltre  farà  equilatera,  fe  ^x^b—a.  Che  la  quinta  farà  alla.» 
parabola  . Che  la  fella  farà  all’iperbola  equilatera  . Che_» 
la  fettima  farà  al  circolo,  quando  fia  retto  l’angolo  delle 
coordinate  . 

Quindi  fi  potrà  fccgliere  per  la  collruzione  del  pro- 
blema la  combinazione  di  que’  due  luoghi , che  più  ci 
torneranno  a propofito . 

Se  il  fecondo  termine  della  propolla  equazione 
folTe  flato  negativo , averebbelì  fatto  — bx—ay  , e 
equazioni  nafeenti  fircbbero  le  flellè  di  prima,  mutando 
folo  il  fegno  a que’  termini , ne’  quali  la  ^ è di  poteflà 
difpari  ; e fc  la  propolla  equazione  folTc  fiata  mancante  del 
fecondo  termine,  avercbbefi  prefo  xx-=.ayf  c però,  can- 
cellando i termini  dove  fi  trova  la  b nell' altre  equazioni  , 
faranno  elTc  qnelle,  che  a quello  cafo  competono. 

ipd.  ElTcndovi  nelle  equazioni  propofle  il  fecon- 
do termine  , fi  prende  il  luogo  alla  parabola.. 

XX  il  bx  — ay  piuuollo , che  xx  — ay,  perchè  cosi  gli  altri 
luoghi,  che  nafeono,  non  anno  il  rettangolo  xy,  e pciò 
fono  più  facili  da  coflruirfi  . 


ESEM- 
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E S E M P I O I. 

f 

Sia  l’equazione  del  terzo  grado  x* — aax la'  = 0 . 
Si  moltiplichi  per  a?  = o,  per  ridurla  del  quarto , onde  fia 
X* — aaxx +- la’ x = o ; e debbafi  collruire  per  mezzo 
d’una  parabola,  e d’un  circolo. 

Giacché  manca  il  fecondo  termine,  fi  faccia  xx^ay, 
luogo  alla  parabola  ; adunque  foilituendo  in  luogo  di  x*  , 
e di  XAf  ì valori  aayy  ^ td  ay , fari  yy  — ay  zax  :r  o , a_. 
cui  aggiunta  la  prima  equazione  xx  — a;»  = o , fi  avrà  final- 
mente l’equazione  yy  — lay lax -i- xx —o  y luogo  al 
circolo  . 

Col  diametro  BD  zzi/' laa  fi  deferiva  il  circolo 
AD  ME,  ( Fig.  p6.  ) è fi  faccia  BCzza , farà  anche  l’or- 
dinata CAzzCBzza  . Dal  punto  A condotta  la  indefinita.. 
AP  parallela  ad  ED,  e prefe  fopra  di  efia  le  alTiire., 
AP=ys  e chiamate  le  ordinate  PM—x,  farà  quello  il 
luogo  dell’ equazione  yy  — lay  +-  lax  +-xxzzo.  Sull’ alTe^ 
'AP,  in  cui  fi  fono  prefe  le  y , col  vertice  A fi  deferi- 
va la  parabola  appolloniana  A/ dell’equazione  xxzzay, 

taglierà  efla  il  circolo  ne’  due  punti  A , Af , dai  quali 
condotte  le  ordinate  , faranno  effe  le  radici  reali  dell’ 
equazione  x** — aaxx +■  u’ x'=.o , e due  immaginarie. 

Ma  la  ordinata  nel  punto  A è nulla  , adunque  una., 
radice  farà  =0  , come  appunto  deve  elTere  , elTendo 

Qq  eira 
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e(Ti  (lata  introdotta  con  moltiplicare  la  equazione  propo> 
(la  per  x — o^  adunque  larà  PAI  la  radice  reale,  e ne- 
gativa dell’equazione  x‘  — aax-t-  e le  altre  due 

Immaginarie  . Se  avelli  moltiplicata  la  propoda  equazio- 
ne non  per  x = o,  ma  per  x eguale  ad  una  qualunque 
quantità,  in  due  punti  fuori  del  vertice  il  circolo  taglie - 
rebbe  la  parabola  , uno  de’  quali  mi  darebbe  la  radice 
introdotta,  l’altro  quella  della  equaz'one  proporti. 

Ora  per  dimortrare  , che  P Af  è una  radice  delF 
equazione  x* — aaxx  -h  x~o  ^ fi  confideri , che  per 

la  natura  del  circolo  è £0  XO  DrrO  Af,ma  O M— — x — a, 

E0—y+\/'2aa  — a,  ed  OD  — a — ^-f-l^aaa,  dunque 
XX  +-  2ax  -h  na  — aa+-  zay  — yy  ; ma  per  l’ equazione  della 
parabola  J M^c  xx  = ayfC  però  .x^-yy^  adunque  (orti- 

tuiti  i valori  di  e di  e ridona  l’equazione  al  ze- 
ro , farà  X*  — aa*’*’ ■+- 2a  ’ X = o , che  è appunto  quella.» 
del  quarto  grado , di  cui  fi  volevano  le  radici , il  che  ec. 

ip7.  Se  fi  volefTc  cortruire  l’equazione  x* — aaxx-*- 
za'xzzo  per  mezzo  di  due  parabole,  converrebbe  fervirfi 
dell’equazione  ritrovata  di  (opra  yy  — ay-t-2ox=.o,  ed  il 
_ luogo  di  quella  colla  parabola  dell’equazione  xx  — ay  de- 
terminerebbero le  radici  , che  fi  cercano  . 

Si  deferiva  adunque  ( Fig.  py.  ) col  parametro  — za 

la  parabola  MCA  , in  cui  fatta  CDzzja,  ed  abbaiTa- 

ta 


f 
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tìDA^z^a , che  incontrerà  la  parabola  nel  punto  c 
condotta  per  lo  punto  J 1‘ indefinita  jtP  parallela  all* 
alTc  CD  , prefe  le  afiìire  x dal  punto  .4  pofitive  verfo 
B,  c negative  verfo  P , e le  ordinate  PM=y,  farà  efla 
il  luogo  dell’ equazione  yy  — ay*-iax:zOy  quindi  col 
vertice  jI,  all’ alle  JQ  ù deferiva  l’altra  parabola  MJS 
dell’equazione  xx^ay  ; taglierà  quella  la  prima  nei  pun< 
ti  , ed  ed  abbalTau  la  perpendicolare  MP^  darà 
elTa  la  radice  A P negativa  dell’  equazione  propolla , e 
perchè  nel  punto  A la  perpendicolare  è nulla  , è pure 
nulla  l’altra  radice  , come  deve  eflèrlo  , eflendo  fiata-, 
moltiplicata  l’equazione  propolla  per  arzio,  C; 

Imperciocché  eflendo  nella  parabola  MCA 
ìilCN— — ed  N M^y—a^y  farà  per  la  proprietà 
~r  1 

di  efla  parabola  , aa  — iax~yy  — ay^-aa^  e follituiti  i 
4 4 

valori  di  7 , e dì  yy,  dati  per  la  prima  equazione  alla_. 
parabola  MAS , cioè  xx  — ay,  ed  ordinata  l’equazione, 
avremo  finalmente  a?* — aaxx-i-  la^x  — o^  che  è l'equa- 
zione del  quarto  grado , di  cui  fi  volevano  le  radici . 

1 p8.  Che  fe  aveflì  voluto  fervirmi  della  parabola  , 
e dcll’ipctbola  equilatera  , badava  fottrarre  dalla  detta 
equazione  yy  — oy  •+-  lax  — o la  prima  equazione-. 
XX  — ^7  = 0,  e farebbe  nata  l’equazione  77  +-  zax  — 
xx=o  , che  è un  luogo  all’ ipcrbola  equilatera,  la  quale 

Q.q  2 co- 
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coftruita  mi  avrebbe  date  , per  mezzo  della  interfecazio- 
ne  colla  parabola  dell’  equazione  xx  — ay  , le  radici 
cercate . 

ipp.  E fe  finalmente  avefll  voluto  fciogliere  il  pro- 
blema per  mezzo  del  circolo  , e dell’ iperbola , avrei  co- 
flruira  la  terza  equazione  yy — ziy  -i-  zax  xx—o , luo- 
go al  circolo  , e la  quarta  equazione  yy  +-  ^ax  — xx  — o, 
luogo  all’ iperbola , come  fi  è veduto;  l’interfecazione  dei 
quali  luoghi  mi  avrebbe  date  le  radici  cercate . 

200.  Ma  fenza  moltiplicare  per  x l’equazione  pro- 
pella x'  —aax — o , fi  avrebbe  potuto  collruitIa_. 
^ nella  feguente  maniera  , quando  però  non  prema  d’in- 
trodurre piuttoflo  un  luogo  , che  un’  altro  . Si  faccia-, 
adunque  xx—ay^  ed  in  luogo  di  xx  fi  ponga  nell’e- 
quazione il  fuo  valore  ay  , nafeerà  l’equazione  xy  — 
ax+-  laa  — o , luogo  all’ iperbola  fra  gl’ afintoti  . ‘ 

Si  taglino  adunque  ad  angoli  retti  le  due  indefinite 
SRt  ( Fig-  ) e fieno  effe  gli  afintoti  delle  due 

iperbole  MM,  wt»  del  rettangolo  collante  — zaay  pren- 
dendo le  aflìfie  dal  punto  A lontano  dal  punto  B la-, 
quantità  a . Al  vertice  A , all’ alfe  AR  , col  parametro 
= a fi  deferiva  la  parabola  della  prima  equazione»» 
XX  — ay  , taglierà  ella  l’ iperbola  MM  nel  punto  M\  ed 
abbafiata  l’ordinata  PMy  farà  elfa  la  radice  reale,  c 
negativa  dell’  equazione  propofta  . 

In 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE:  309 

In  fatti , per  la  proprietà  dell’  iperbola  M M , farà 
BPy^PM—  — xaa  cioè  xy — ax  — ^zaay  ma  per  la 
proprietà  della  parabola  A M,  fi  3,  y—xx,  adunque  folli- 

. . <* 

tuito  in  vece  di  y il  fuo  valore  , ed  ordinata  l’equazio- 
ne , farà  X * — a^tx  +■  za  ' —p  , che  è la  propofia^  , 
il  che  cc.  . . . 

Generalmente  tutte  le  equazioni  del' terzo  grado  fi 
pofibno  fempre  in  quefio  modo  collruirc  femplicemen- 
te  , fenza  ridurle  al  quarto  , con  una  Parabola  , e con 
una  Iperbola  fra  gl’ Afintoti 

‘ ■ ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione, del  quarto  grado  z* — 23’z+. 

» 

53+3:0,  la  quale  debbafi  cofiruire  per  mezzo  della  pa- 
rabola , e del ■ cìrcolo  . Si  prenda  l’equazione  ax  — zz, 
c fattone  il  quadrato , fi  foftituifea  nell’  equazione  pro- 
pofia  in  luogo  di  z*,  e di  zz  il- fuo  valore  , c nafeerà 
la  feconda  equazione  xx — ^ax  zaz  ‘^aa,  dalla  quale 
fottratta  primieramente  , ed  indi  aggiunta  la  prima., 
equazione  zz — ax  — o,  fi  avrà  nel  primo  cafo  la  terza 
equazione  xx  — /\ax zaz ‘^aa  — zz=o,  e nel  fecon- 
do cafo  la  quarta  xx — 6ax  zaz+-^aa-^  zzzzq,  che  è 
un  luogo  al  circolo  , c però  di  efia  mi  fervo  per  coflriii- 
re  la  propofia  equazione  del  quarto  grado . 

Si 
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Si  deferiva  adunque  col  raggio  il  circolo 

B MF , c prefa  dal  centro  C verfo  B ( Fig.  pp.  ) Ia_, 
CL=^a,  indi  dal  punto  L eretta  al  diametro  la  perpen- 
dicolare LA=a,  fi  tiri  dal  punto  A la  retta  indefinita 
AP  parallela  al  diametro  BF  j faranno  le  yfP=Af , e le 
corrifpondenti  ordinate  nel  circolo  PM:zz’,  e però  farà 
A il  vertice,  cd  A P l’afle  della  parabola  dell’equazione 
ax  = zz,  onde  deferitta  al  vertice  A,  coll’  affé  AP,  col 
parametro  = a la  parabola  A M , incontrerà  effa  il  cir- 
colo in  quattro  punti  M , dai  quali  condotte  all’  aflTe 
AP  perpendicolari  P M,  faranno  efle  le  radici , due 
pofitive,  e due  negative  dell’equazione  propofta 
z* — 5djzz-*- +- 3^*  = o . 

Ed  in  fatti , fi  prolunghi  la  PAf  in  D , fe  fa  bifo- 
gno,  e farà  per  la  natura  del  circolo  BAfF,  BDXDFzz 

j5Jf  , ma  DM—Z->t-a,  BD  — x — v"Jaa  , o 

jyp— x-»r  3^+-  adunque  zz4-  2oz-*~aa~ — xx+- 

^ax  — * iaa  ; ma  , per  la  natura , della  parabola  A M , 
ax-=.zz  cd  xxnz’’ , adunque  fatta  la  fofiituzionc  di 

' aa 

quelli  valori , ed  ordinata  l’equazione  col  paragonarla 
alzerò,  farà  z*  — ^aazz-^  za^z-^^a''~o  , che  è la-* 
propolla  ; il  che  ec. 


ESEM- 
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C ^ • 

• I , 

Sia requazionc  del  terzo  grado  r* — %aax+- 
che  fi  moltiplichi  per  x-*-  za , a fine  di  ridurla  del  quar- 
to , e farà  a: — ^aaxx  — <r' jf+.  iO(3^=o. 

Si  prenda  Tequazionc  alla  parabola  xx’t^ax  = ay  ^ 
c fatto  il  quadrato,  farà  x* -h  zax* +~ojxx  aayy  , fi 
/ofikuilca  Bell'equazione  il  valore  dei  due  primi  termi- 
ni jr*  4-  2ax*f  cioè  aayy-~~aaxx  f e nafeerà  la 
W.  yy  — 4XX — 10^3  = 0,  ed  in  quella  foflituiio  in 
luogo  di  XX  il  fuo  valore  ay—ax^  nafeerà  la 

III.  yy — 43^4-  33AT4-  j033=o,  da  cui  fottratu  la  prima 
xx-ir-ax — ay—Of  ed’indi  aggiunta,  lufccranno  le  due 
equazioni , cioè  la 

IV.  yy  — 33^4-23x4-  \oaa  — r:  o nel  primo  cafo,  e la 
^•yy  — J3y  4- 43a;  4-  1033  4- A;;if  = o nel  fecondo  cafo: 
prendo  il  primo,  c l’ultimo  luogo  . 

Per  collruire  l'ultimo  , fi  deferiva  il  circolo  OSN 
( Fig.  100.  ) del  raggio  OP  — \a,c  prodotto  in  F,  onde 
fia  OFruza  , ed  eretta  dal  punto  F la  perpendico- 
lare FC—FO  — ia^  fi  tiri  la  indefinita  CQ^  parallela  ad 
FP.  Prefa  una  qualunque  Cp  =:  y , faranno  le  corrif- 
pendenti  ordinate  negative  QS^QN  le  x,  ed  il  circo- 
lo il  luogo  della  quinta  equazione.  Si  prenda  ora  in  FP 

la 
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la  CJ5  = ^.7,  e dal  punto  B fi  tiri  la  perpendlcolarcJ 
— indi  al  vertice'  col  parametro  = <j  fi  de- 
feriva la  parabola  NAM,  che  farà  il  luogo  della  pri- 
ma equazione  , prefe  le  aflìlTe  ^ fulla  retta  CjQ.  Da' 
punti  Oy  Ni  ne*  quali  la  parabola  taglia  il  circolo  , al- 
zate le  perpendicolari  OH,  NQ,  faranno  effe  le  duo 
radici  reali  negative  dell’  equazione  del  quarto  grado 
x^-i-2ax*  — laaxx  — a*  a? +- loa^=o  . 

E perchè  0 H prefa  negativa  è eguale  a la , che  è 
la  radice  introdotta  colla  moltiplicazione  della  propofia 
equazione  in  at  +-  23  , farà  NQ  la  radice  reale  negativa 
dell’equazione  propofia  x*  — 3J3Af  4- 5«*=o  , l’altre  due 
radici  immaginarie  . 

Imperocché,  per  la  natura  del  circolo  OSL,  farà 

OGY.GL  — GN  i ma  OG—y — 23,  GLzz^a — y,  o 
GN  — — 23  — Af,  dunque  fatte  le  fofiituzioni  , farà 
xx4-/[jx-h  ioaa-hyy  — ^ay=o  ; ma  per  l’equazione  alla 
parabola  NA  M,  y — xx-^  ax , ed  yy=zx*  +-  lax'  -i-  aaxx  y 

a aé 

dunque  fofiituiti  nell’equazione  al  circolo  quelli  valori 
di  y i ed  , farà  finalmente 

jf*4-23Ar’ — ^aaxx  — 3’ a; 4- i03*r:o  ; il  che  ec. 
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ESEMPIO  IV. 

f 

Sia  l’equazione  x*  — ^aax* — Sa’jf’ +- 4- 
j2a‘=o,  c perchè  è divifibile  per  xx  — /^ax-^-^a^  cd 
il  quoziente  è l’equazione  del  quarto  grado  * ♦4-4^4? •+- 
taaxx  4-  8 j • Ar  4-  8 j ♦ = o , fi  cofiruifca  quella . 

Prcfa  adunque  l’equazione  xx  -^-zax  — ay  y e fatto  il 
quadrato  x*-H4ax*+-4aaxx=:aa)iy,  fi  follituifca  nell’e- 
quazione in  luogo  di  x*-t-4ax*  il  valore  «jjy  — ^aaxxy 
e viene  la 

\\.yy  4-4Jex4-  8j;?4-8iJ<3=o,  in  quella  fi  ponga  il  valo- 
re di  XX  , cioè  ay  — zax , e viene  la 
III.  yy  4- 4j^4-8j^=o,  da  cui  fottraggafi  la  prima,  o 
cafee  la 

4- 54^4- 8 jd — XX  — zax  — o , ed' aggiunta  final- 
mente la  prima  alla  terza,  farà  la 
V.  yy  4-  $ay  4-  8<j<j  4-  a: a:  4-  zaxzzo  . 

11  fecondo  luogo  è immaginario  ; il  terzo  è equa- 
zione determinata  , ma  le  fue  radici  fono  immaginarie  ; 
iliquimo  luogo  è pure  immaginario;  il  quarto  luogo  poi 
è reale  , ed  è un’  iperbola  equilatera. 

All’ alle  iiaa  li  deferivano  col  centro  vi 

l’iperbole  CR,  DG;  ( Fig.  101.)  fi  prenda  AB— a , c 
fi  erigga  la  perpendicolare  indefinita  BM,  in  cui  fi  pren- 

R r da 
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da  c dal  punto  M conducafi  la  AfjQ  parallela 

% 

alI’afTc  DC\  prefc  dal  punto  ’m  fopra  M(l  le  ai-,  faran- 
no le  corrifpondenti  Q_R  ^ o fia  MT  le  ^ , c la  curva 
il  luogo  dell’equazione  quarta  yy■^^^ay■^Zaa  — xx  — 
lax—o.  Prodotta  QAfin  AT,  c fana  MbJ—a^  c con- 
dotta NJ  zi  centro  dell’ iperbola  , fi  prenda  NO —a, 
ed  al  vertice  O,  col  parametro  all* alfe  05  fi  deferiva 

la  parabola  OAf,  che  palTerà  per  lo  punto  Af,  indi  prefc 
fulla  MT  le  y f e le  corrifpondenti  ordinate  TL—X  y 
farà  efia  il  luogo  della  prima  equazione  xx  -i^zax  — ay  ; 
ma  poiché  quefli  due  luoghi  non  fi  pollono  mal  incon- 
trare , come  è chiaro  , faranno  immaginarie  tutte  quat- 
tro le  radici  dell’equazione 

4i3Af’  -i-Saaxx  +-  8a‘  x+-  84*=o  , 

quindi  la  propofia 

X* — ^aax^ — Bj'jif* +-84*A’Af4-  32j‘=o 

fi  trova  avere  due  fole  radici  reali  tra  foro  eguali  , cioè 
ciafeheduna  = la  , 

‘ .. 

201.  Ma  fe  in  oltre  fi  volcfiero  cofiruirc  le  equa- 
zioni del  terzo  , e quarto  grado  ,per  mezzo  non  Xolo 
di  luoghi  conici , ma  di  luoghi  conici  ^ià  dati,  o firaili 
ai  dati , il  che  può  avere  ufo  , quando  una  delle  fezio- 
ni coniche  fia  data  nel  problema,  fi  potrà  farlo  nel  fc- 
gucntc  modo  , intendendo  però  , che  le  .equazioni  dd 

terzo 
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terzo  grada  fl  riducano  al  quarto , e quefte  fi.  liberino 
dal  fecondo  termine,  fe  lo  avelFcro. 

Devo  però  avvenire  , che  quantunque  per  Io  più 
fia  bene  il  determinarfi  a quel  dato  luogo  conico , che 
già  entra  nel  problema  ; tuttavia  fi  deve  avere  la  mira, 
che  l’ufo  di  efib  luogo  dato  non  fi  opponga  alla  maggio- 
re femplicità  della  cofiruzione,  nel  qual  cafo  , non  cu- 
rato il  luogo  già  dato , tornerà  meglio  introdurne  due_» 
nuovi . 

. ’ Volendofi  adunque  fervire  di  luoghi  dati , o fimili 
a’  dati , l’artifizio  conlìfie  nell’ introdurre  nelle  equazio- 
ni due  indeterminate,  da  fidarG  poi  nel  fine  a mifura_. 
del  bifogno  . Sia  adunque  l’equazione 
z*-^-abzz  — aacz+-a*d—o, 

& ponga  z:=.ax  , per  introdurre  la  prima  indetermlna- 

T 

ta  / ; fatte  le  fofiituzionioni  , farà 

x*^bfxx — f'cx^  f^d-o  . 

\ a M a 

Si  prenda  il  primo  luogo 

I.  XX — /y  = o»  c porti  i valori  di  xx^c  di  nafee- 
rà  il  fecondo  luogo 

li.  yy-^hfy  — fcx-^-ffd—Qy  a querto  fi  aggiunga  il  pri- 

4 ^ 4 4 

rao  , ed  avremo  il 

III.  XX  — fy  ^yy  hfy  — fcx  -t-^  = o . Per  introdurre 

a "5  a 

Rr  2 la 
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la  feconda  indeterminata  gy  fi  moltiplichi  il  primo  luo< 

go  per  g , ed  avremo  gxx — gfy  zz  o , che  aggiunto- 

• a a ' • 

al  fecondo  ci  dà  il 

IV.  J7+  bfy — f c X -hffd-^-gxx — gfy  z:  o , c fottratto 

4 4 4 4 4 , 

ci  dà  il 

— gxx—o. 

4 a a a 4 

Il  primo  , e fecondo  luogo  fono  alla  Parabola  y il 
terzo  al  Circolo,  quando  le  coordinate  facciano  "àngolo 
retto,  il  quarto  all’Ellifiì,  ed  il  quinto  all' Ipcrbòla , 
Debbafi  ora,  per  efempio,  coflruirc  l'equazione  per 
mezzo  d’un  cìrcolo  dato,  e d'un'  iperbola  data.  Si  pren- 
da adunque  il  terzo  , e quinto  luogo  ; e quanto  al  ter- 
zo luogo , col  raggio  CG y^cc — +-  bb — lab  +-  aa 

ta 

fi  deferiva  il  circolo  E MG  , ( Fig.  102.  ) e prefa_. 
CDzzfcy  fi  abbalTi  dal  punto  D la  perpendicolare 

DA—af — bfy  ( lupporta  a maggiore  di  ^ , e fi  alzi 

14 

dalla  parte  oppofia,  quando  fia  b maggiore  di  di  ) indi 
dal  punto  A fulla  retta  AP  parallela  z DG  prefe  lc_, 
afiìlTe  APzzx  y faranno  le  corrii pendenti  P M \q  y , ed 
'il  circolo  F.MG  il  luogo  dell’equazione 

XX  — fy  +-7/  — fcx  +-j^  zz  o . 

r 4 44 

Rifpet- 
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, ■Rifpetto  al  quinto  luogo  ; per  coftruirlo  , e combi- 
narlo col  circolo  , prodotta  per  lo  punto  A i - origine 
delle  AT  ■,  la  retta  DA  in  H in  modo  , che  .fia_, 
AH—gf^-bf,  e condotte  per  i punti  A ^ H le  parai- 

Icle  AP  , HK  alla  D G ; fi  prenda  folla  H K verfo  il 
punto  L la  porzione  Hl—fc,  e col  centro  J,  coll’ 

*T . 

affé  trafverfo  LK~f  aacc-*- ^:iagd — dbg — ag' — 

( fuppofio  però  cc  +■  4gd  maggiore  di  bbg-^g'-^  zbgg  ) fi 
■ ‘ - ‘ ' t , ' - * n ' < , 


deferiva  l’iperbola  KAfdel  parametro 


KO  zz  f aacc-t-  47agd — abbg — ag' ~~zabgg  ,.  in  cui  ef- 


fendo  A Pzz'x  ^ PMtzy  , . farà  efia  il  luogo*  della  quin- 
ta equazione  . Dai  punti  Af,  nei  quali  efla  taglia  il  cir- 
colo i condotte  le  perpendicolari  AfP  , MP  alla  AP 
faranno  le  AP  , AP  le  radici  defi’ equazione  - 

-;.j.  ■ 9i«  ' 


- f ■■  > 1 

E poiché  fi  è fatta  ax  ^ 


data  là  x , è pure  da- 


ta la  z vale  a dire  le  radici 'dcH'equazione  da  prima-, 

proporla  z*  ec,_.- ..  --  t : •' 

MafcaveflìfDppoflo'rf-«-4dgm‘'noredi  bbg+-  ibgg-t-g^. 


il 
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il  luogo  della  quinta  equazione  farebbe  l’ iperbola  M M , 
( Fig.  103.  ) il  di  cui  fctnialTe  trafvcrfo  . • 

= fì/bbg-*^  ^bgg  +•  ^ * — acc  — 4 , il  ■ fe  m iaffe  conju- 

gaio  I K — bbg+-  zbgg-t-g*  — acc  — , ed  il 

parametro  KO  dell’ alfe  coniugato 
= / t/ bbg  4-  2bgg+.g^  — acc  — 4aj;i  , 

'~r'  « 

Ciò  porto , per  foddisfare  alla  prima  condizione  , 
che  il  circolo  fia  dato  ; Il  ponga , che  fia  il  raggio  di 
erto  CI  r , adunque  dovrà  cfTere 
r — f -J  cc — 4«d  bh  — ^ah  4-  aa,  dalla  quale  equazione 

xa 

fi  cavi  il  valore  della  indeterminata  artiinta. 
f zz a£T 

' — 4ai+r bb^ zab  +■  aa  ; ed  il  deferitto  circolo 

EGM  farà  quello  del  raggio  =: r ; '■  ' ^ ‘ 

Per  foddisfare  alla  feconda  condizione  , che  l’ iper- 
bola fu  data  ; fia  2 f il  dato  arte  trafvcrfo  ,,  e p il  para- 
metro, farà  adunque  2f=_/  |/  cc-t-  ^gd—bbg—g  » —ibgg^ 

e però  f — ^ 

t/cc-*-^ig—bbg—g*^zbgg  ; ma  è pu- 

' a 

re 
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re  p = ^ cc-¥-^g — bbg — g'  — ibgg  , adunque  porto 

a * 

in  luogo  <H  / il  valore  ritrovato  , farà  p = , da  cui  fi 

- 

ricava  il  valore  di  gzz  ap , ;e  porto  querto  in  luogo  di 

' * 1 : . 

g nel  valore  di  /,  farà 

, .1  . . • ; 

rf  . ■ ■ ■ iapt . 


. y^^tcc^  Baptd — zbbpt  — gap'  — tabpp  ; quindi  il 


tt 


diametro  trafverfo,  ed  il  parametro  della  deferitta  iper- 
• bdla  (,Fig.»oj.  ) far4nno appunto  le  date  linee  af,e  p, 
,e  ciò  riguardo  ili  primo  cafo. 

RjfpettD  poi  al  fecondo  , cioè  quando  cc  4-  ^dg  è 
.minore  di  ^bibg+-g*~h^bgg  , fi  chiami  Tarte  conjugato 

a 

della  iperbola  data  LK=zu  t ed  il  fuo  parametro  ~qy 
farà  2u=  /|/ bbg-h  ibgg-t-  g> — cc — , 


C q~  f [/ bbg-*-zbgg-*-g*  — cc  — ^dg  ; quindi  fi  ritro-- 

a .4 

vera , operando  come  fopra  ^ g—  aq  , 


ed  /= 


miio 


laqu 


^ zbbuq+-  zbaqq^ggq' — 4ff«« — ^aduq  \ 
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e riperboU  avrà  per  a(Te  conjugato  LK=tu,  c per 
parametro  dello  ftelTo  afle,KO  = j . Ed  il  problema  farà 
cortruito  COSI  per  mezzo  d’un  circolo  dato,  e d’uoa 
data  ipcrbola  . 

Che  fc  non  farà  data  l’iperbola,  ma  dovrà  cflcre 
fìmìle  ad  una  data  , vale  a dire  , che  l’alTe  fìa  al  fuo 
parametro  in  data  ragione  , per  efempio  di  »»  ad  » , 
poiché  fi  è veduto  di  fopra  , che  la  ragione  dell’ affé  al 
parametro  è quella  di  a allag;  ballerà  fare  l’analogia  j,g  : : »»,ji 
per  indi  avere  il  valore  di  g—  an  . 

m 

Ufando  dello  fielTo  metodo  fi  potrà  cofiruire  l’e- 
quazione col  mezzo  di  altri  dati  luoghi , o fimili  ai  dati  ; 
come,  per  efempio,  col  mezzodel  fuddettodato  circolo, 
c di  una  data  ellifiì , o fimìle  ad  una  data , prendendo 
in  vece  della  quinta,  la  quarta  equazione  cc. 

f ■ 

ESEMPIO  V. 

Sia  l’equazione  x* — ax*  — iuxx — x — ta*zzo, 
c fi  voglia  coflruire  per  mezzo  d’una  parabola  del  pa- 
rametro , e con  una  ellilfi  limile  ad  una  data,  il  di 
cui  alfe  trafverfo  fia  al  parametro  nella  :data  ragiono 
di  a d\  ■ • ■ 

Tolgafi  da  clTa  il  fecondo  termine  colla  follituzione 

di 
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farà  la  trasformata 

» 4 

Z* — tlaazz — 13.1’z  — 59^a*  —O. 

a 8 l$6 

Pongo  z = ay  , per  introdurre  la  prima  indeterminatal. 

T 

/,  c farà  — tij/Vy  — i3/*y — 595f*^°‘  Prefo  per 
i r~  tsd  ' 

primo  il  luogo  yy~fq  alla  parabola  , e fatta  la  fodicu- 
zione  de’  valori  di  , e di  , avremo  il  fecondo  luo- 
go pure  alla  parabola  qq — ii/^' — \^fy  — 59yjf  = o ; 

8 “~~ì  15S 

ma  poiché  la  parabola  data  è del  parametro  =a  , po- 
tremo fervirci  del  primo  luogo  prendendo  , e però 
farà  eflb  e foftituendo  il  valore  di/  nel  fecon- 

do ( giacché  non  eifendo  data  la  elliOì , Ja  prima  inde- 
terminata f riguardo  alla  medefìma  è arbitraria  ) , farà 
clTo  qq — iia^  — i^ay  — 595<»3  =0. 

T~  ■ 8 »5<J 

Si  moltiplichi  ora  il  primo  luogo  per  g ^ fine  d' in- 

« 

trodurre  la  feconda  indeterminata  g,c  ùvkgyy — agq  — Oy 

S 

il  quale  aggiunto  al  fecondo  darà  il  terzo  luogo 
qq — 11^9 — I3fljf — yp gyy  — agq  — o , aU’elljflì. 

8 8 ijtf  a 

Per  coftwirc  quello  terzo  luogo,  s’avrebbe  a deferi- 

vere 

Sf 
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vere  l'clliffi  MSQ  ( Fig.  104.)  coll* alle  trafvcrlb 


SQ^  — i 1/  Ji^aag-*-  I7f5ag^-t-ó/\g* -f  lópa*  , 


e col  para- 


metro ia  y Jiéaag+-  iy6agg+.6^' i ma^ 

g 

poiché  in  dia  la  ragione  dcU'alTe  al  parametro  è quella 
di  g ad  (}  , e deve  elTere,  per  la  condizione  data,  quella 
ài  b a d , làrà  g — ab  ; c però  foftituito  in  luogo  di  g 
1~ 


il  fuo  valore , fi  deferiverà  l’ elliifi  MSQ  coll’  affé  traf- 

verfo  ir  I 1/  ’]\6aabài+-  i’j6aabbd-i-  6^aab'  i6gaad',c 
. -•  i”"  è 

col  pararncTTO  = r 1/ Jt^aahdd-t-  ij6aabbd+-  6^aab^+  i6paadK 

t 


Ora  dal.  centro  C prefa  CA  — iiad  + 8a^,' 

. ,1  • ‘ i64 

ed  abbaffata  dal  punto  A la  perpendicolare  ABzzi$d , 

16^ 


fie  dal  punto  fi  fi  tirerà  la  fi  A parallela  all'  affé  SQ  , 
prefa  una  qualunque  BR  — q,  farà  RM—y  , e l’clliffi  il 
luogo  della  terza  equazione 

qq  — 1 lag — l-jay  — = Q « . 

8 8 xj6  é 

« 

Al  vertice  fi  , affé  BA  , col  parametro  =a  fi  de- 
feriva la. parabola  MBM  dell’equazione  <1^,  taglierà 
ella  l’clliffi  ne’ due  punti  M,  M;  dai  quali  condotte.» 


le 
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le  perpeodioolari  RM  , S.M  d\z  rctu  BR,  làranno  ' 
clfe  le  due  radici  reali  della  propofta  equazione  . 

huperciecdiè  , per  la  proprietà  dell*  cllilli  , farà 

SPXPQ  z PM  ^ come  l’alTe  trafvcrlb  al  parametro, 
ma  CP  z:  f — n ad — Sab  , e però 

lùd 

S P—^\/  7 +•  i^6aaàbb  +■  i6^aad  ' +.  g 

t6d’  t * 

I lad-^  Sab  , e 

i6d 

7i^^<jl>dd  +■  iJÓaaibb  +-  64^aab  ' +■  \69aad  ' —q^ 
iìad-*-Sab, ed  inoltre  P M-y—  , adunque  avremo 

*6d  .ai  . 

hualogia  Jiéaabdd*-  iT^aabbd-h  i6paad^ 

%j*idd  " 

Il adq+-  Babq  — 1 2 1 aadd  — 1 76agbd  — . yy—  j ^ady+- 

id  x^edd 

itfpjjdd;;  1 , d ; c però  l’equazione 

»}6ii  d b 

5^5(iabM  — dqq  liadq*-%abq  -byy  — i^ady  , ma  per 

»j6iì  8 g 

^equazione  alla  parabola,  èyy—aqi  foflituiti  adunque 
In  luogo  di  q,  c di  qq  i loro  valori ed  ordina- 

ta  1 equazione  , c dividendo  per  J , c moltiplicando  i 
termini  per  <20,  làra  zzo, 

8 8 ij(J 

Sf  2 Ma 
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Ma  per  la  fodituzione  fatta  di  abbiamo  z=:jf  (ef- 

7 ' ^ 

lendo/=  ij  ) , d unque  fara  z* — i}  aazz  — 1 3 a • z — 59  5a  ♦ =0 , 

8 8~ 

che  è r equazione  ridotta  , alle  radici  della  quale  ag- 
giunto a , faranno  efle  le  radici  della  propolla 

4 • 

X* — ^ax*‘ — aaxx — a' x — la*  = o , il  che  ec. 

Era  fuperfluo  il  fare  tutta  quella  fatica  fopra  un* 
cfempio  , che  di  natura  fua  è piano,  e ‘non  folido', 
clTendo  la  propolla  equazione  diviflbile  per  x+-a  , c_» 
per  ■ X — ma  fervlrà  per  fare  vedere  1’  ufo  del 
metodo . 

202.  Le  equazioni  del  quinto , e fello  grado  11  co- 
flruiranno  per  mezzo  di  due  luoghi , cioè  uno  del  tetv 
zo  grado  , e l’altro  conico  . 


ESEMPIO  VL.  . ■/ 

Sia  l'equazione  x*  ^ aax'  — a*—o  . Prendo  la  pa- 
rabola apolloniana  xx  — ay^  e fatte  le  follituzioni , nafce 
il  fecondo  luogo  xyy->r-axy — a*=o.  Nulla  Un’ora  fi.  è 
parlato  della  collruzione  de’  luoghi  fuperiori  alle  lezio- 
ni coniche , eflendomi  rifetbaia  a trattarne  nel  feguente 
Capo,  perchè  com  -neccilariamcnte  clìgge  l’ordine j per 

s 

ora 
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ora  adunque  fi  fuppongano  , e però  deferitta  la  curva 
de’  tre  rami  MCH  , FE  , PNO  ( Fig.  105.  ) dell*  equa- 
zione xyy-^xxy  — a'  — o,  in  cui  le  AB  fono  le  at,  Cì. 
le  BC  le  ^ ; al  vertice  A , alfe  AL  y parametro  1=  a fi 
deferiva  la  parabola  apolloniana  RAC  y incontrerà  efik 
il  ramo  MCH  nel  punto  C , e però  abballata  la  per- 
pendicolare CB  , farà  AB—x  la  radice  politiva,  e reale 
dell’equazione’ prdpofla  , e L’ altre  quattro  immaginarie. 
.Volendoli  cofiruire  la  medefima  equazione  per  mezzo 
d’un’iperbola  fra  gl’ afintoti , e parimenti  per  un  luogo 
del  terzo  grado,  fi- faccia' fofiituendo  farà 
x'+' àax  — ayy—o'. 

All' alfe  AB y con - \e  adilTc'A  B = x , e le  ordinate 
BC—y  ( Fig.  106.)  fi  deferiva  la  curva  CA  N y>chc  è 
il  luogo"  dell’ equazione  .Af’ — ayyzzo'y  e fra  gl’ 
afintoti  ARt  yfG  fi  deferiva  1* iperbola  Af CH  dell'equa- 
zione xy  — aa  , prefe  le  x fui  mcdefinio  alfe  AB;  ta- 
•glierà  elTa  la  prima  curva  nel' punto  C,  da  cui  abbaf- 
'fau'‘la  perpendicolare^ CB  , farà  ABzlx  la  radice  dell’ 
equazione’ propofia  , il  che  ec. ^ 

Moltiplico  ora  la  medefima  equazione  per  x—Oy  a 
fine  di  ridurla  del  fedo  grado, 'ed  ó x*'->t~aax‘' — a'^x—o. 
'Prendo  il-medefimo  luogo  alla  parabola  ' ata?  z:  , è fai- 

• ta  la  foflituzione , nafee  il  fecondo  luogo  y ' -^ayy — aax  ~ o, 
, che  è la  curva  NBAM'  ( Fig.  107.  ) , prefe  le  aflìlTe-. 
A P =3» , e le  P Af  * - ' : , 

::::  .r'  . Col 
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Col  vertice  A , all’  affé  AP ^ col  parametro  ~t 
deferitu  la  parabola  . apolloniana . dell’ equazione 
XX— ay  , taglierà  eflà  U detta  curva  nel  vertice  A ^ é 
quale  d dà  una  radice  xzzo\  die  è appunto  la  intro- 
dotta nell’equazione  , la  taglierà  in  dire  nel  punto 
ed  abbalTau  la  perpendicolare  MP  , farà  ella  l’altra^ 
radice  dell' equazione  x*  ec. 

Volendoli  fervirc  della  parabola  prima  cubica^ 
x*—aayt  fi  faccia  la  foflituzionc  nell’ equazione- 
x*+-aax* — a'x—o,  e nafcc  il  fecondo  luogo 
yyjt-xy — ax—o  all’ipcrbola  apolloniana. 

Sulla  indefinita  AP  {Fig.  io8.)  fi  deferiva  il  trian- 
golo ACP  rettangolo  in  C,  < fuppollo , che  l’angolo 
delle  coordinate  dell’equazione  yy-t-xy — ax—o  fi  vo- 
glia retto  ) c fia  ACy  CP::2,  i ; al  centro  A^  coi  fc- 
midiameiro  trafvcrfo  .yf  5 , col  parametro  = ta 

~Ts 

fi  deferiva  l’iperbola  apolloniana  FAf,  la  quale,  con- 
dotta dal  punto  F l’indefinita  F<2  parallela  ad  AC^  c 
prefa  una  qualunque  FQ—x  , e .QM  pacalicla  a CP 
eguale  ad  ^ , farà  il  luogo  dell’  equazione  yy-i-  xy — ax  — o. 
All’  aflc  FL  parallelo  a P C fi  deferiva  la  parabola  cubi- 
ca NFM  dell’equazione  ;■  taglierà  elTa  l’iper- 

bola  nel  vertice  F , che  ci  dà  la  radice  x — Oy  e nel 
punto  My  dal  quale  abballata  la  perpendicolare  MQ^ 
fopra  Fi2  , determinerà  efla  l’ altra  radice  FQ  dell’equa- 
zione — a'x—o.  Se 
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• Se  I2  noHra  equazione  avcfle  avuto  il  fecondo  ter- 
mine  , volcndofì.  fervire  dclk  parabola  cubica  cl  farebbe 
nato  un  fecondo  luogo  del  terzo  grado,  quindi  o s’ avreb- 
be dovuto  fare  fparire  clTo  fecondo  termine  , o fcrvirft 
d’altro  luogo. 

, ■■  ■ . ,E  S E M P I O 'vii.  ■ ; 

I , 

, ■ ■ Sla  l’equazione  del  fello  grado  r*-f- <3Af‘ -t- A? — a*—o. 
Prendo  il  luogo  alla  parabola  apolloniana  arar  Fatte 
le foflituzioni , farà  il  lecondo  luogo  y * +•  xyy  aax — a ’ =0, 
che  è la  curva  CRM  ( Fig.  ioj>.  ) , prefe  le  afliffo 
AP^y-,  t le' ordinate  PM^x.. 

• • Al  vertice'^,  col  parametro  all'  airc'^P  fi  de- 
feriva la  parabola  Af  dell’  equazione  xxz:ay  ^ taglierà  ella 

la  detta  curva  ne’  due  punti  M , Af , dai  quali  condoN 
telali’ alfe  le  perpendicolari  MP  , MP,  faranno  effe  le 
due  radici , una  pofitiva  , e l’altra  negativa  dell’  equa- 
zione propofla  x‘+-ax'-h  a*x~~a*zzo,  e le  altre  quat- 
tro immaginarie.  ..  , , . . 

205.  Le  equazioni  del  fettimo  grado  fi  cofiruiran- 
no  per  mezzo  di  due  luoghi  del  terzo  , o pure  coiu. 
uno  del  fecondo  , cd  uno  del' quarto  ; ma  poiché  mol- 
tiplicandole per  l'incognita  fi- rklucono  all'ottavo,  c 
quelle  dell’  ottavo  fimilmeme  fi  , coflruifcono  con  un 

luogo 
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luogo  del  fecondo  , e l'altro  del  quarto , mi  accònte»" 
terò  di  dare  un* cfcinpio  di  quelle  dell’ottavo.  . ^ 

• * t 

ESEMPIO  Vili. 

Sia  l’ equazione  dell’ ottavo  grado  x*-^  ax'  — 

a*  — c.  Prefa  l’equazione  alla  parabola  apolloniana.. 
xx—ayy  e fatte  le  foftituzioni  , nafee  il  fecondo  luogo 
^ Ary  * +•  axyy — a“'  — o , che  è la  curva  GB F C MN , 
{Fig.  no.)  prefe  le  afllflc  JP^y,  eie  ordinate  P M^x’. 

Al  vertice  ^ , parametro  = a , affé  .4P  Ci  deferiva 
la  parabola  apolloniana  MAN  dell’  equazione  xx—ay  , 
incontrerà  effa  la  detta  curva  ne’  punti  Af,  N dai  quali 
condotte  le  perpendicolari  MP  , iVjQ  al? affé  , faranno 
effe  le  due  radici  reali,  l’una  pofitiva,  c l’altra  negati- 
va della  propofta  equazione,  e le  altre  fei  immaginarie. 

204.  Qui  fi  deve  avvertire  , che  le  equazioni  del 
nono  grado,'  ficcome  quelle 'dell’ottavo  ridotte  al  no- 
no, col  moltiplicarle  per  l’incognita,  fi  potranno  fem- 
prc  coflruire  per  mezzo  di  due  luogi  del  terzo  grado  , 
facendo  però  fparirc  il  fecondo  termine , quando  lo 
aveffero  . - : ' 

Cosi  generalmente  le  equazioni  del  decimo  grado 
fi  potranno  coftruire  per  mezzo  di  un  luogo  del  terzo, 
e di  uno  del  quarto  , e fimilmente  quelle  dell!.undeci- 

mo. 
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mo  , e duodecimo, avvertendo  però  di  ridurre  quelle  dell’ 
undecimo  al  duodecimo  col  moltiplicarle  per  l’incogni- 
ta , e di  fare  fvanire  dalle  equa<;ìoni  del  duodecimo  gra- 
do il  fecondo  termine,  quando  Io  abbiano;  c proporzio- 
nalmente s’intenda  delle  equazioni  di  grado  fuperiore. 

205.  Un’  altra  maniera  di  coftruire  le  equazioni  di 
qualunque  grado  può  elTere  per  mezzo  d’un  luogo  dello 
HelTo  grado  dell’equazione  propolla,  e d’una  linea  retta 
nel  Tegnente  modo. 

Sia  l’equazione  del  quinto  grado 

x' — acx'  — aadxx  ^ a' ex  — a*f  — o, 

f 

Trafportato  dall’altra  parte  l’ultimo  termine  <»'*/,  c po- 
llo uno  dei  divìfori  lineari  dell’  ultimo  termine  , per  * 
efempid,  /=z,  dividafi  l’equazione  per  a*,  ondo 
avremo  z = x*  — bx*+  acx  ’ — aadxx  +•  a ’ r.v  . 

a* 

Sull’indefinita  Bj^,  dal  punto  filTo  B prendendo  le 
X,  i Fig.  Iti.)  fi  deferiva  la  curva  BMDRNLFC  di 
quell’ ultima. equazione  z—x*  ec. , faranno  le  ordinate 

a* 

PMf  SR  ec.  eguali  a z,  e però  condotta  dal  punto 
B la  retta  BA—fy  parallela  alle  ordinate  PM  , SR  y e 
per  lo  punto  A la  indefinita  KC  d’arabe  le  parti , e pa- 
rallela a BQ  ; dai  punti , nei  quali  efla  taglia  la  curva, 
abbalTate  le  perpendicolari  AfP,  RS y CQy  determine- 

T t ranno 
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ranno  effe  le  affiffc  BP  , BS , BQ , che  fono  le  radici 
dell*  equazione  propofta  ; intendendo  le  pofitivc  da  B 
vcrfo  , e le  negative  dalla  parte  oppofla  . ' 

Se  la  retta  AC  toccherà  la  curva  in  un  punto  , 
la  corrifpondentc  aflUTa  m cfpritnerà  due  radici  eguali  ; 
e fc  in  neflun  punto  la  incontrerà , tiranno  tutte  le  ra- 
dici immaginarie. 

Se  l’ ultimo  termine  aveffe  avuto  il  fegno  pofitivo^ 
s’avrebbe  fatto  /,  c però  s’avrebbe  prefa  By4=—/, 
cioè  al  difotto  del  punto  B nel  fenfo  dei  negativi  . 

20(J.  Può  fervire  queda  maniera  per  verificare  le 
cofiruzioni , che  fi  fanno  con  la  combinazione  di  due 
curve,  confrontando  il  numero  delle  radici  reali  , imma- 
ginarie , pofitive  , c negative  ritrovate  con  quelle,  c con 

quefla . 


PROBLEMA  I. 

207.  Ritrovare  tra  due  date  quantità  , quante  medicJ 
geometricamente  proporzionali  fi  vogliano  . 

Sieno  le  date  quantità  a,  b . Chiamo  x la  prima 
delle  medie  proporzionali , e formo  la  progreffione  geo- 
metrica a, 
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Se  fi  vogliano  due  me.lie  proporzionali , il  quar- 
to termine  della  progrelfione  dovrà  cHTere  A , e però 
avremo  l’equazione  x‘  — a.ib:  per  collruirla  colla  para- 
bola , c col  circolo  , la  riduco  al  quarto  grado  moltipli- 
candola per  xzzo  y ed  è x* — aahxz:o;  prefo  il  luogo 
alla  parabola  xx—ay  , e fatte  le  foilìtuzioni , nafce  il 
fecondo  luogo  yy — bxzzo  , pure  alla  parabola,  da  cui 
fottraendo  il  primo,  nafce  il  ttxzoyy — hx — 
all’iperbola , ed  aggiunto  il  primo  al  fecondo  , farà  fi- 
nalmente xy — bx-^-xx  ^ay-o  , luogo  al  circolo,  fup- 
pofio  retto  l’angolo  delle  coordinate. 

Col  raggio  CG  = aa-^  bb  fi  deferiva  il  circolo 

l 

OMA  ( Fig.  II2.  ),  c prelà  CB  = {a,  fi  abbaffi  la  per- 
pendicolare , la  quale  incontrerà  il  circolo  nel 

punto  A , da  cui  condotta  h A Q parallela  al  diametro 
OG,  c prela  una  qualunque  porzione  AQ—y^  farà 
-W  — Af , ed  il  circolo  il  luogo  dell’ equazione  yy — bx-h 
XX — ay=o.  AI  vertice  A,  alfe  AQ^  parametro  fi 
deferiva  la  parabola  xx  — ay^  incontrerà  clTa  il  circolo 
nel  punto  Af,  da  cui  abbalTaia  la  perpendicolare 
farà  ertala  radice  dell’equazione  propolla;  giacché  il  vertice 
della  parabola,  ertendo  nella  periferia  del  circolo,  mi  da-  ’ 
rà  l’altra  radice  x — o da  me  introdotta;  le  altre  due 
fono  immaginarie  . 

Prela  la  prima , c la  feconda  equazione  fi  cofirui- 


Digitized  by  Google 


332  INSTITUZIONI 

rà  il  problema  per  mezzo  di  due  parabole  apolloniane  ; 
prefa  la  prima , c la  terza , fi  coftruirà  il  problema  per 
mezzo  della  parabola  , e dell'  iperbola  riferiu  ai  dia- 
metri . 

208.  Senza  moltiplicare  l’equazione  x*—^aab  — o 
per  x — o , fi  poteva  coflruire  con  la  parabola e l’ iper- 
bola fra  gl’ afintoti , poiché  prefo  il  luogo  xx  diay 
fatta  la  fofiituzione  , nafee  xy  — ab. 

Fra  gl’ afintoti  NNy  QQ  { Fig.  113.  ) fi  deferiva-- 
1*  iperbola  MM  del  rettangolo  collante  ab  , e fieno  Jp 
le  > , PM  le  *■  ; all’alTc  ^P  , col  vertice  parame- 
tro zia  fi  deferiva  la  parabola  AMy  dal  punto  A/ , in 
.cui  taglia  l’ iperbola,  abbaflata  l’ordinata  MP  ^ farà  efia 
la  radice  dell’equazione  propolla  . » •’ 

Ritrovata  la  prima  delle  due  medie'  proporzionali  , 
fi  à anche  la  feconda  eguale  alla  afiìfia  A P=y=  xx  . 

a 

2op.  Per  ritrovare  tre  medie  proporzionali  il  pro- 
blema è piano  , perchè  ritrovata  geometricamente  quella 
di  mezzo  , che  fra  per  efempio  m , la  media  fra  a , ed 
m farà  la  prima  delle  tre , e la  media  fra  m , e b farà 
la  terza  . ' 

210.  Debbanfi  ritrovare  quattro  medie  proporzio- 
nali , adunque  dovrà  effere  b il  fello  -termine  della  prò* 
grelfione  , c però  fi  avrà  l’equazione  x*  = a*b  . 

Prcn- 
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Prendo  il  luogo  alla  parabola  apolloniana  xx  ~ ay , 
e fatta  la  loflituzione  , nafee  il  fecondo  xyy — aab~o  , 
che  è l’Iperboloide  del  terzo  grado.  E però  fra  ghalln- 
toti  QQy  RR  deferivafi  l’iperboloide  MN,  mtt  dell’e- 
quazione xyy  = aab , ( Fig.  1 14.  ) prefe  le  aflìfle  AP—y, 
e le  PM=:x  . Ora  deferitta  al  diametro  AQy  vertice.» 
A la  parabola  deli’ equazione  xx=.ay  y e dal  punto  Af, 
in  cui  incontra  l’iperboloide  , abballata  l’ordinata  AfP, 
farà  cfTa  la  radice  dell’equazione  .r‘  — a*b  — Oy  e la- 
prima  delle  medie  proporzionali,  che  fi  cercano,  per 
mezzo  della  quale  fi  trovano  le  altre. 

/ 

21 1.  Anche  per  mezzo  dell’ iperbola  apolloniana— 
fra  gl’ afintoti , c della  feconda  parabola  cubica  fi  può 
collruire  il  problema. 

Si  faccia  adunque  aa~xy  luogo  all’ iperbola  fuvl- 
detta  , e fofiituito  in  luogo  di  il  valore  xxyy  , nafee 
il  luogo  x'—byyy  feconda  parabola  cubica. 

All’ affé  AQ^i  Fig.  iiy.  ) fi  deferiva  la  feconda  pa- 
rabola cubica  RAN  y in  cui  le  ^ Q fono  le  , e le 
C^N  le  ^ ; c fra  gl’afintoti  ST y MQ^  deferitta  l’iperbo- 
la  NN,  cd  abballata  dal  punto  iV , in  cui  incontra  la 
parabola  , la  ordinata  iVQ  ; farà  A Q h radice  dell’e- 
•quazione  propofia  , cioè  la  prima  delle  quattro  medie 
proporzionali  . 

212.  Per  ritrovare  cinque  medie  proporzionali  il 

prò- 
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problema  non  è fc  non  cubico,  imperciocché  ritrovata 
quella  di  mezzo  geometricamente  , che  fia  per  efempio 
m , per  avere  le  due  medie  fra  0 , ed  m il  problema  è 
cubico  , come  fi  è veduto  . 

Per  poca  attenzione  , che  fi  ufi  , è facile  a vede- 
re, che  il  problema  di  ritrovare  fei  medie  proporziona- 
li fi  cofiruirà , o con  un  luogo  del  fecondo  , ed  uno  del 
quarto  grado , o con  due  del  terzo  ; ma  per  averne 
fette  , ritrovata  quella  di  mezzo  , il  problema  fi  riduce 
a cercarne  tre  , e cosi  difeorrendo  fi  vada  di  numero 
maggiore . 


PROBLEMA  IL 

213.  Date  le  due  corde  B A , D C df / circolo  A B C D , 
( Fig.  il6.)  che  partono  dall'  efìremità  del  diametro  B D , 
e data  la  terza  corda  A C , /$  dimanda  il  diametro  BD 
del  circoh  . 

Si  conduca  la  corda  BC,  e fi  chiami  AB~a^ 
AC—b,  DC—Cy  il  diametro  BD^x , e fi  abbaffi  la 
perpendicolare  B M fulla  corda  A C . Poiché  l’ angolo 

BCD  nel  femicircolo  è retto,  farà  BC—\^xx — c c , 
c perchè  gli  angoli  BAC ^ BDC  infillono  al  medefi- 
mo  arco  BC,  e di  più  gl’ angoli  Af,  e BCD  fono  ret- 
ti , faranno  fimili  i due  triangoli  BCD,  BAM  , quin- 
di 
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di  farà  A M—  ac  ; ma  per  la  decimatcrza  del  fecondo 

a 

d’ Euclide  , è B C—  AB^A  C — 2 CA M , adunque  fari 
l’ equazione  xx  — cc—aa-^bb  — tabe , cioè 

a 

X ’ — ccx  — aax  — bbx  •»-  2abc  = o . 

La  moltiplico  per  x,  a fine  di  ridurla  del  quarto 
grado , e cosi  codruirla  per  mezzo  della  parabola , e 
del  circolo  ; ed  è x* — ccxx  — aaxx  — bbxx-*~  2ahcx  — o. 

Prefo  adunque  il  luogo  alla  parabola  , che  abbia  per 
parametro  la  minore  delle  tre  corde  , che  fu  per  efem- 
pio  c,  cioè  prefa  xx—cy,  c fatta  la  foftituzione,  na- 
fee  il  fecondo  luogo  yy  — ccy  — aay  — bby 2abx —o  , 

t c 

che  è pure  alla  parabola  , a cui  aggiunta  la  prima., 
equazione  xx  — avremo  finalmente  il  luogo  al 

circolo  , prefe  le  coordinate  in  angolo  retto  , 

yy — 2ccy  — ai^ — bby  ■^2abx+‘  xx  =0. 
e e" 

Al  raggio  AC=  aabb  -f-  ccxim  ( facendo  per  bre- 

( 

viti  Mzz2cc-t-aa  +-bb)  fi  deferiva  il  circolo  AMBP, 

ac 

c prefa  ( Fig.  117.  ) CD-m  , fi  erigga  dal  punto  D 
la  perpendicolare  DE—ab,  che  terminerà  nella  perife- 

« 

ria 
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ria  del  circolo  nel  punto  E , e condotta  h E Q indefi- 
nita parallela  al  diataetro  AB  , prefa  fopra  di  cfTa  una 
qualunque  ELzzy^  farà  l’ordinata  corrifpondenteL3f=.v, 
cd  il  circolo  il  luogo  dell’ equazione.  Al  vertice  £,  affé 
E , parametro  = e fi  deferiva  la  parabola  dell’  equa- 
zione XX— cy  ; taglierà  efia  il  circolo  col  vertice  nel 
punto  E , che  mi  dà  la  radice  x —o  da  me  intro- 
dotta . Lo  taglierà  in  oltre  ne'  tre  punti  M , N, 
P;  da’  quali  abbafiate  alla  retta  EQ  le  perpendicolari 
MLf  NRf  PQ,  faranno  effe  le  tre  radici  dell’ equa- 
zione — ccx  — aax — bbx-^tabx  — o , due  pofitive  , 

ed  una  negativa . La  prima  pofitiva  ML  non  ferve  per 
quefio  problema  ; imperciocché  , fuppofia  y — Cy  farà 
nella  parabola  x — Cy  e nel  circolo 

X— — ab+-  ^ aabb bb aa  i- cc  y ma  quefio  valore  di 

.V  relativamente  al  circolo  è maggiore  di  c , fc  le  due 
corde  a y b non  fono  eguali  tra  loro , ed  è eguale  alla 
c,  fe  le  due  corde  a , b fono  eguali , quindi  il  punto 
nella  parabola,  che  corrifponde  alPaifilTa  —c,  o cade 
in  Af , o cade  dentro  del  circolo  ; adunque  MLy  o è 
minore  di  e , o al  più  ad  elTa  eguale , e però  nccefia- 
riamente  minore  di  ciafeuna  delle  corde  i , cd  in_. 
eonfeguenza  non  potrà  eficre  diametro  del  circolo  . 

La  feconda  radice  pofitiva  RN  cì  fomminifira  il 

ri- 
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ricercato  diametro  ; la  negativa  Q_P  ci  fornifcc  il  dia- 
metro per  un’altro  cafo  , cioè  quando  le  due  corde_.  , 
che  terminano  al  diametro , fieno  condotte  dalla  mede- 
lima  parte  , come  nella  Fig.  ii8.  Imperciocché  , fatte»» 
le  fiefle  cofe  di  fopra  , fi  conduca  in  oltre  la  corda-. 
'ofD;  effendo  retto  l’angolo  DABy  faranno  i due_» 
DACy  MAB  eguali  ad  un  retto,  ma  fono  pure  egua- 
li ad  un  retto  i due  MAB  , MBA  , adunque-. 
MBA—DAC—CBDy  perchè  infificnte  fui  medefimo 
arco  DC\  quindi  fimili  i due  triangoli  CBD,  MBA  y 
c però  MA— ac , ma  per  la  duodecima  del  fecondo 

M 

d’ Euclide  CB—CA-^BA^iCAM'y  adunque  farà  l’e- 
quazione XX  — cc  — bb-i-aa+-  2abc , cioè  x * — ccx  — bbx — 

X 

aax — 2abc—Oy  la  di  cui  coftruzione  è la  ftefla  dell' 
antecedente,  a riferva,  che  per  eflcrc  ora  negativo  l’ulti- 
mo termine,  fi  dovrà  condurre  DE  {Fig.  117.)  in  fenfo 
negativo,  per  lo  che  l’alTe  della  parabola  farà  al  di  fotto 
del  diametro  del  circolo  , e le  due  radici  polìtive  nel 
primo  cafo  fono  negative  in  quello  , e la  negativa  di- 
viene politi  va  . 

E perchè  manca  nell’ una,  c nell’altra  equazione 
il  fecondo  termine  , ne  viene  , che  le  due  radici  pofi- 
tive  nel  primo  cafo  fono  eguali  alla  negativa , e la— 
pofitiva  nel  fecondo  è eguale  alle  due  negative  , onde 

Vu  fi 
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fi  fcopre , che  la  prima  delle  tre  radici , la  quale  non 
dà  foluzione  alcuna  del  problema , ad  eflb  però  in  cer- 
to modo  appartiene  in  quanto , che  c la  dificrenza  de’ 
due  diametri . 

PROBLEMA  III. 

a 14.  Dato  il  rettangolo  AG  DB,  ritrovare  nel  lato 
prodotto  AG  ( Fig.  119.  ) il  punto  E tale  , che  condotta-^ 
dall'angolo  B la  retta  EE  y Jìa  l'intercetta  EF  eguale  ad 
una  data  retta  linea  c . 

Quando  in  luogo  del  rettangolo  ABDC ^ Ca  dato 
un  quadrato  , il  problema  è piano  , ed  è fiato  fciolto 
nel  Gapo  IV.  num.  175.,  ma  fuppofio  ABDC  rettan- 
golo , muta  natura , ed  è folido  . Ghiamata  pertanto 
AB— a , BD—b  , DFtzx  , c ripetuto  lo  fieflb  difeor- 
fo  del  citato  luogo  , fi  i l’equazione  del  quarto  grado 

^ ♦ — rax  * 4-  aaxx  — zabbx  +■  aobb 

+-  bbxx  — o . 

■ — ccxx 

Per  cofiruìrla  con  un’iperbola  fra  gl’ afintoti  , e con  il 
circolo,  pongo  ab—zx,  e fatte  le  fofiituzioni , nafee  il 
fecondo  luogo  al  circolo 

XX — zax  +•  aa  — zbz  -+-  zz 

+-hb  —O, 

— CC 

Fra 
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Fra  gl'afintoti  BD  fi  deferiva  l’iperbola  OM 
dell’equazione  zx—ab,  che  pafierà  per  ’lo  punto  C; 
prefa  una  qualunque  alTifia  B B , BN  ec.  —z^  farà  l’or- 
dinata PO  f NM  cc.  zzx . AI  centro  C,  col  raggio 
eguale  alla  data  retta  c fi  deferiva  il  circolo  OMV^ 
thè  farà  il  luogo  dell’equazione 

— 2JX  -t-  aa — zbz  +•  zz 

+■  bb  —o  . 

CC 

Da’  punti  O,  M,  nei  quali  quello  taglia  l’iperbo- 
la , abballàte  le  perpendicolari  0 P , MN , elTc  faranno 
le  due  radici  pofitive  dell’equazione  ; la  minore  fervirà 
per  il  problema  nel  cafo  propofio  dell’  angolo  BAC , 
la  maggiore  per  l’angolo  ^C/.  E fe  la  data  retta  c è 
tale  , che  il  circolo  non  arrivi  a tagliare  la  oppofia_. 
iperbola  wo , l’ altre  due  radici  fono  immaginarie  ; che 
fe  la  taglia  , faranno  negative  reali , e ferviranno  per 
l'angolo  A CD  . 

PROBLEMA  IV. 

215.  Dividere  in  tre  parti  eguali  un  dato  angoh 
F CB , ( Fig.  120.  ) 0 Jìa  arco  FAB  . 

Siano  H y ì i punti , che  fi  cercano  , della  divifio- 
ne  , adunque  dovranno  effere  eguali  le  corde  FH  , 
HI  y IB , ed  eflendo  dato  l’arco  FAB,  farà  data  la_. 

V u 2 corda 
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corda  FB  , che  fi  chiami  =2/,  e condotto  il  raggio 
CA  — r perpendicolare  ad  FB,  che  la  taglierà  per  me- 
tà in  D , taglierà  pure  per  metà  anco  la  corda  HI , c 
farà  nota  CD,  che  pongo  —a  ; condotto  il  raggio  CK 
perpendicolare  z CA  y e dal  punto  H abbacata  la  HL 
normale  a CK  , fi  chiami  CL—y,  farà,  per  la  pro- 
prietà del  circolo , HL—V^rr  — yy  , e condotto  il  rag- 
gio CH , per  la  fimilitudine  dei  triangoli  HLCyCDEy 
avremo  DE—  ay  .Ma  poiché  l'angolo  FHC  deve 
v^rr—yy 

cifere  eguale  all’angolo  CHIy  per  la  condizione  del 
problema  , e CHI— CEO  , per  le  parallele  FB,  HI , 
e CE D = F£H,  dunque  FHC  = F£H,eperò  FE-FH, 
ma  FH—Hl—zyt  dunque  FE-iy,  c tutta  la  FD 
farà  —zyjr  ay  , ma  FD-f\  dunque  zy-i-  ay  =/, 
l/rr — yy  k'rr — yy 

c togliendo  l’afimmetria  , farà 

y* — fy  » -i-fyy  -f-  aayy  — rryy-^frry — , cioè  ( ef- 
4 4 

fendo  rr—f-i-aa)  y* — fy'  — ^rryy  ^frry—ffrr  — o , 

4 ~ 

equazione  del  quarto  grado  , la  quale  colle  maniere  già 
fpiegate  fi  potrà  coftruire  , fervcndofi  di  que’  luoghi 
conici  , che  più  piaceranno  . Ma  quefl’  equazione  è di- 
vifibilc  per  y — /,  ed  il  quoziente  è l’equazione 
yi  — jrr^-h/rr^o  , che  voglio  coflruire  colla  parabola  , 

4 4 

c 


4 
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e l'ipcrbola  fra  gralintoti  ; faccio  adunque  yy—rz  , farà, 
fatta  la  foftituzione , zy — 3>y+-'/r=o,  equazione  all' 

♦ 4 

ipcrbola  . 

Sia  ( Fìg.  III.)  j4R=-^r  , cd  AB—\ f ; prodotte 

indefinitamente  dall' una  , c dall’altra  parte  le  AR,AB^  , 
fra  clic  come  afintoti  fi  deferiva  l’iperbola  TP  tp,  che 

pafierà  per  lo  punto  0 ; indi  prefa  la  RC—-^r,  e dal 

punto  C condotta  la  CI  indefinita , c parallela  zd  AL, 
fe  fi  prenda  una  qualunque  CI=yf  farà  i P r:  z,  e l’ ipcrbola 
il  luogo  dell’equazione  zy — -}ry  -i-fr  — o . Al  vertice  C, 

4 4 

diametro  CM,  parametro  zzr  fi  deferiva  la  parabola-. 
NCH  , taglierà  quella  l’iperbola  nei  tre  punti  T,  P,  AT, 
dai  quali  condotte  le  TS , PQ,  N M parallele  ad  ALy 
faranno  effe  le  tre  radici  dell’equazione  . 

E’  chiaro,  che  la  parabola  taglia  l’iperbola  TP  nei 
punti  Ty  Py  poiché  elTendo  C/i=r,  pollo  quello  va- 

4 

lorc  in  luogo  di  z nell’equazione  alla  parabola 
ci  dà  yzidy.  ^ ma  è fempre  maggiore  di  ~fy  adun- 
que l’ordinata  nella  parabola  corrifpondentc  al  punto  R 
farà  maggiore  di  RO  , e però  la  parabola  pafierà  al  di 
dentro  dtll’iperbola. 

Ma  giacché  è dato  il  circolo  nel  problema , torne- 
rà 
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rà  molto  meglio  il  fervirfi  di  quello  per  la  coflruzione, 
coll’ introdurlo  primi  di  giungere  all’equazione  finale, eciò 

col  porre  la  linea  HL  {Fig.  120.),  cioè  v^rr — yy  —z  ; farà 
adunque  DE—ay,c  DF—  ly  -y-ay  , e però  rcquazionc 

Z Z 

iy+-ay=f,  cioè  zyz-^-ay—fz,  luogo  all’ iperbola  fra_. 

Z 

gl’afintoii . 

Divifa  per  metà  la  DF  in  P,  ( Fig.  122.  ) per  lo 
punto  P,  fi  conduca  la  indefinita  PN  parallela  ad 
e prefa  QO=~at  per  lo  punto  O fi  conduca  in- 
definita, e parallela  i KC.  Fra  gl’ afintoti  PN,  F’a  fi 
deferiva  l’ iperbola  del  rettangolo  af,  la  quale  pafferà 

4 

per  lo  punto  C,  e prefe  le  y fulla  linea  C()  pofitivc-» 
verfo  il  punto  K , le  corrifpondenti  ordinate  faranno 
z , e l’iperbola  il  luogo  dell’equazione  izy-h  ay — fz—o. 

Taglierà  quella  il  circolo  ne’  quattro  punti  H,  R, 
M,  S,  dai  quali  condotte  perpendicolari  ad  le  HX , 
RG,  MY,  ST , faranno  effe  le  radici  dell’equazione»,, 
tre  pofitive  HX,  RG  , MY  , ed  una  negativa  ST . 

E’  chiaro  , che  la  radice  HX,  o fia  CL  ferve  per 
la  divifione  del  dato  arco  FAR',  ficcome  la  radice  YM 
ferve  per  la  divifione  del  refiduo  F MB  a tutto  il  cir-^ 
colo  , imperciocché  fe  mi  folli  propolla  di  dividere  l'ar- 
co F MB,  avrei  avuta  la  medefiraa  equazione,  o fia  il  me- 
defirao  luogo  . 

La 
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L*  radice  RG  a.  nulla  ferve , ma  fi  avverta  però  , 
che  ella  è =/,  cioè  quella,  per  cui  c divifibilc  l’equa- 
zione , che  rifulta  dai  due  luoghi  rr  — yy  = zz  , zzy  +- 
ay — /z  = o,  cioè  l’equazione  folida  ritrovata  di  fopra_, 
y* — fy*  ec. 

E per  dimofirarlo  , prefa  Ooo=:^a=:OjQ'»  farà  l’or- 
dinata corrifpondente  del  circolo  GR=fy  ma  wG  = 
P D—^fy  dunque  coR  = -^/;  ma  il  rettangolo  cofiante 
dell’ ipcrbola  è af  y dunque  l’iperbola  taglierà  il  circolo 

4 

nel  punto  R y c però  la  radice  RG  corrifpoudentc  a- 
quello  punto  h —f. 

L’altra  radice  TS  ferve  per  la  divifionc  in  tre  par- 
li eguali  di  tutto  il  circolo  , il  che  fi  può  in  quello  mo- 
do dimollrare  , 

Poiché  FD  — RGy  faranno  eguali  gl’ archi  FK, 
KR  yC  però  prodotta  la  jR  G in  Z,  farà  l'arco  FA  B:=:R  AfZ, 
farà  adunque  FR  , o fra  RZ  metà  della  differenza  dei 
due  archi  F AB  , FMB  ; ma  fc  fi  feioglierà  il  problema 
relativamente  all’arco  J5Z,  fi  troverà  la  flefia  ipcrbola 
HCS  y e farà  Z S un  terzo  dell’arco  BZ  , cioè  un  ter- 
zo della  metà  della  differenza  degl’archi  FABy  FAfR, 
e però  B5  un  terzo  della  detta  differenza;  ma  HB  è 
due  terzi  di  F AB  , e però  un  terzo  della  fomma  dei 
due  archi  FABy  RMZ  , dunque  la  fomma  di  HB  , e 

BS, 
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B5,  cioè  l’arco  HS  farà  la  terza  parte  di  tutto  il  cir- 
colo , il  che  ec. 

216.  Quello  Problema  è flato  fciolto  in  un*  altra,, 
maniera  al  num.  i m , e fi  è veduto  , che  nel  cafo  , 
che  il  dato  angolo  fia  retto  il  Problema  è piano . Negl’ 
altri  due  cafi  dell’angolo  ottufo  , ed  acuto  fono  giunta 
alle  due  equazioni  cubiche  2bx*  — ^aaxx  a*  = o , 
2bx*  +■  ^aaxx — a*  =0  . 

Ma  fe  fi  rifletta,  che  prefa  nella  prima  equazione, 
che  ferve  per  l’angolo  ottufo,  la  x negativa  , fi  muta,, 
cfla  nella  feconda , che  ferve  per  l’angolo  acuto , bafte- 
rà  coflruire  l’equazione  del  primo  cafo,  poiché  la  ra- 
dice negativa  di  quello  darà  la  foluzìone  per  l’altro. 

Moltiplico  adunque  la  prima  equazione  per  at=o, 
a fine  di  ridurla  del  quarto  grado , c la  divido  per  2b, 
farà  elTa  pertanto  x* — ^aax^  -i-  a*x  = o. 

ti  li 

Prendo  l’equazione  alla  parabola  xx  — $aax=ay, 

il' 

c fattone  il  quadrato  , farà  x* — $aax*  ■i-pa*xx  —aayy  , 

xb  libi 

onde  foflituito  in  luogo  dei  primi  due  termini  x* — ^aax^ 

xb 

il  loro  valore  , farà  yy — ^aaxx  -t-  aax  =0  . 

ì6b  b xb 

Soflituifeo  in  luogo  di  xx  il  fuo  valore  ay  +-  ^aax  \ 

ed 
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ed  6 l'equazione  yy — — r"] a*" x aax —q  ^ a cui 

\6bh  ib 

aggiunta  la  prima  xx — ^aax  — ay:zo  , (ara  finalmente 

4* 

yy — 9a*y — tja*x -h  aax +.  xx  — — ay—Oj  equa- 

l6bb  6/^b'  ib  4^ 

zionc  al  circolo  , prefe  le  coordinate  in  angolo  retto  . 

Al  raggio  CG  = i^mm  +-  nn  ( fatta  per  brevità 
zmzzsta*  ■*“  i6abb  , c 2n=ija* -t- i6aabb  ) fi  deferiva-. 
\6bb  <Si\b* 

il  circolo  MNH , e prefa  CD  — m,  ( Fig.  125.  ) fi  con- 
duca dal  punto  D li  D A perpendicolare  a CD  , ed 
eguale  ad  » , che  incontrerà  nel  punto  >4  la  periferia-, 
del  circolo  ; per  lo  punto  j4  fi  tiri  AK  parallela  ad  AG, 
prefa  una  qualunque  AK—y  , farà  la  corrìfpondente-. 
ordinata  KH=x,  ed  il  circolo  il  luogo  dell* equazione . 

Sulla  retta  AD  £1  prenda  AI=^aa,  e per  lo  pun- 
to I condotta  LO  parallela  ad  ^4K,  fe  ne  prenda  la-, 
porzione  JL=pa*  , ed  al  vertice  L,  a(Te  LO,  pararne- 

tro  = A , fi  deferiva  la  parabola  apolloniana  ALH  ; 
prefe  dal  punto  A le  aflìffe  y fuirafic  AK  , faranno  le 
corrìfpondenti  ordinate  KH=x  , e la  parabola  il  luogo 
dell’equazione  xx — ^aax  — ay  , la  quale  incontrerà  il 

4* 

X X circolo 


II 
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circolo  nei  quattro  punti  il  punto  'A  Ini 

dà  la  radice  da  me  introdotta  eguale  a zero , e le  tre 
perpendicolari  PN^  KH  alla  ^ K mi  daranno  k 
tre  radici  dell’equazione  . La  prinaa  jQAf  pofitiva  fervirà 
per  l’angolo  ottufo  ; la  feconda  negativa  PN  per  l’an- 
golo acuto  ; la  terza  K H fervirà  per  dividere  in  tro 
parti  eguali  l’angolo , che  è la  differenza  tra  l’angolo 
dato  , e l’angolo  retto  . 

E che  ciò  fia  vero  ; fia  ( Fig.  123.  ) l’angolo  dato 
MAE,  id  AB  fia  perpendicolare  AH , e fi  voglia  di- 
videre in  tre  parti  eguali  l’angolo  dificrenza  fra 

il  dato  MABfC  l’angolo  retto  HAB  . Si  fupponga-. 
effer  divifo  dalle  rette  AC , AD  , ripetuto  il  difeorfo 
del  num.  no.,  farà  AC— CD,  ed  il  triangolo  ACH 
fimile  al  triangolo  DAH,  e però  fi  avrà  l’analogia 
CH,  HA::HA,  DH  . . , 

Denominando  adunque,  come  nel  citato  num.  no., 
AB-a  , BR-b  , e chiamata  BC=x,  farà  RC—x  — b, 

BH—aa,CH—x — aa,AR  — f/aa — bb,HA—  a f/aa — bb, 
~T  ~ T ' 

AC—  f/oa-i-  XX  — zbx  , DH=x — aa-^- xx — ibx', 

b 

c però  fofiituiti  nell’  analogia  i valori  analitici  , farà 

X — aa,a  y'aa — bh'.'.^y'aa — bh,x — aj-*-  f/aa-*-  xx — ibx, 
T T b b 

cioè 
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cioè  l'equazione 

M X aa — bb  — x — aa  X x — aa-\-  f/’aa-^xx — 'i^bx  , la 

hh  h b I 

quale  ridotta,  c finalmentedivifapcr  aa — W fi  trova ellere 

rhx^  — ^aaxx -i- a*—o  , che  è appunto  l’ equazione,  che 
fi  i collruita  . 

Oltre  gl’ angoli  minori  di  due  retti,  che  infifiono 
ad  archi  minori  del  femicircolo  , c che  Entranti  s’ap- 
pellano dagli  Architetti , fi  danno  pure  degl’ angoli  mag- 
giori di  due  retti  , che  infillono  ad  archi  maggiori  del 
femicircolo , e che  fi  chiamano  Salienti . Si  confideri , 
come  pofitiva,  la  inclinazione  delle  due  linee  AB,  AM, 
( Fig.  124.)  che  mira  verfo  C , negativa  quella  , che_. 
mira  verfo  D . Sino  a tanto , che  la  inclinazione  delle 
due  lince  AB,  A M farà  pofitiva,  e mirerà  verfo  C, 
r angolo  MA  B farà  entrante , minore  di  due  retti , ed 
infifterà  ad  un’arco  BCAf  minore  del  femicircolo . Se  le 
due  linee  AzB,  AiM  formeranno  una  linea  retta-. 
zBzM,  l’inclinazione  farà  nulla.  Ma  fe  l’inclinazione 
diverrà  negativa  , piegando  le  lince  A^B,  A^M  dalla 
parte  di  D,  allora  l’angolo  ^MA^B  fi  trasformerà  in 
fallente  , maggiore  di  due  retti , ed  infifterà ^d  un’arco 
%MC^B  maggiore  del  femicircolo.  La  ir ifezione  adun- 
que di  un  qualunque  angolo  dato  può  anco  richiederli 
di  angolo  fallente . 

Xx  2 Ora 
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Ora  fi  confidcri , che  infificndo  la  linea  A B foprt 
la  linea  MAE Fig.  123.)  mentre  fi  forma  1* angolo 
MAB , nafcono  di  confeguenza  altri  tre  angoli  , cioè 
l’entrante  BAE^  che  unito  al  parimente  entrante  dato 
MAB  compie  i due  retti,  ed  i (alienti  MAB,  BAE, 
che  uniti  ai  corrifpondentì  entrami  compifcono  i quat- 
tro retti . 

Le  tre  radici  perciò  della  nofira  equazione^ 
tbx'  — ^aaxx-^  a*=o  fervono  a tripartire  tutti  e quat- 
tro i mentovati  angoli . Col  mezzo  della  più  piccola 
pofitiva  fi  divide  in  tre  parti  eguali  l’ angolo  ottufo 
MAB  , e col  mezzo  della  negativa  l’angolo  acuto  BAE, 
come  fi  è veduto  ; ma  fi  è altresì  veduto , che  la  mag- 
giore pofitiva  ferve  per  l’angolo  MAH,  ora  quefta_ 
appunto  ferve  altresì  per  tripartire  ambedue  i falienti 
MAB  , BAE  . E vaglia  il  vero  : l’angolo  faliente  BAE 
fi  eguaglia,  a tre  retti  più  l’angolo  MAH;  la  terza 
parte  adunque  dell’angolo  faliente  BAE  dovrà  eflerc 
eguale  ad  un  retto  più  la  terza  parte  dell’angolo  MAH, 
e tale  fi  è l’angolo  CAB.  Non  altrimenti  l’angolo  fa- 
liente MAB  equivale  a tre  retti  meno  l’angolo 
o fia  hAE,  e confeguentemente  cAB  farà  la  fua  ter- 
za parte,  ficcome  eguale  al  retto  bAB  meno  l’angolo 
hAc  terza  parte  dell’angolo  hAE  . 

217.  Se  per  dividere  il  dato  angolo  in  tre  parti 
eguali, mi  fofli  fervila  del  Problema  XIII.  num.  108., farei 

giunta 
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giunta  all’ equazione  ;e»  — ibxx^%rrx e mol- 
tiplicandola per  x — Of  X* — $bx’  — ^rrxX’t-brrx  zzo  . 

Quindi  prefo  il  luogo  alla;paraboU  xx  — ^bx'zzby  ^ c 

% 

fatto  il  rimanente  al  folito  , H avrà  un*  altro  luogo  al 
circolo  , prefc  le  coordi  nate  in  angolo  retto , cioè 
■ yy — z6b'*y—z^ry  — 39Ì'  x — t%brrx  ^xz^Q% 
sTì  %Tb  ^ 

Deferirti , c combinati  quelli  'due  luoghi , mi  da- 
ranno la  fìefla  coftruzione  della  Figura  115.,  dì- 

Tcrfa  folo  nelle  quantità  cognite  ; imperciocché  farà  in 

^ - - — 

quello  cafo  il  raggio  del  circolo  CG  zzi^mm-*-nn  ( fatta 
per  brevità  zmzzi6b^ , e 2«  — 39^»’ +- ), 

Ttl  Wi  r 

e farà  CD  — i^b*  4-  24^rr  , D A zz  ‘^s>b'  +-  iShrr  , 

iCtb  < i6bb 

AlzziJ^; cd  IL=^. 

. * "5 

218.  Dallo  flelTo  Problema  fì  à la  maniera  genera- 
le per  dividere  un  qualunque  dato  arco  , o angolo  in_. 
quante  fi  vogliano  parti  eguali  ; coficchè  per  dividerlo 
in  cinque  parti  eguali , 11  à l’equazione 

^r*x — iorrx*-hX*  =è,  cioè 

r* — lorrxjc  jx* 

X ’ — jbx* — lorrx  ' +-  ìobrrxx  -t-  ^r*x  — brezzo  . 
Per  collruirla  , prendo  il  luogo  alla  parabola  apollonia- 

na 


Digitized  by  Google 


350  INSTITUZIONI 

na  X9t—ry , e fatte  le  fodltuzioni , nafce  il  fecondo  del 

terzo  grado' 

. xyy — >jhyy — \orxy lobry-^  ^rrx — Jrr=o  , 
cioè  X — jbyy — lohry  -hbrr  . ' 
yy — lor>»  4-  jrr 

Defcrltto  adunque  il  luogo  di  quella  equazione  i 
che  farà  ( Fig.  126.}  la  curva  dei  tre  rami  , cioè  HT 
fra  gl’afinioti  RK,  BC;  GMCl  fra  gl’ afintoti  Df, 
KR,  cdfniL  fra  gl’ afintoti  DF,  DI,  in  cui  full* alfe 
uIF"  fono  le  ^ , e le  corrifpondenii  ordinate  fono  le  x. 
Se  al  vertice  A , col  parametro  =r,  all’ alfe  AF'ù.  de- 
fcriverà  la  parabola  dell’equazione  xx  — ry,  incontrerà 
eflìr  la  curva  in  cinque  punti  0,  M , T,  », 
li  determineranno  le  cinque  radici  or,  MN,  TP',  Si, 
pofitive,  e due  negative  dell’equazione  propofia. 
aip.  Cosi  per  dividere,  in  quante  altre  parti  eguali 
fi  vuole  di  numero  difpari  maggiore,  un’arco,  o angolo 
dato , altre  curve  < rhroveranfi  relativamente  al  grado  dell* 
equazione  . , 


CAPO 
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CAPO  V. 

• ' ■ ■ ■ ■ r • ' . * ■ I • 

Della  cojlruzione  de^  luoghi , che  fuperano  il  fecondo  grado . 

220.  In  due  diverfe  maniere  fi  poflbno  cofir’uirc  i 
luoghi , vale  a dire  dcfcrivcre  le  curve  efprefTe  da  equa- 
zioni , che  fuperano  il  fecondo  grado , fe  però  nell’  una , 
c nell’altra  maniera  può  dirfi  defcriverc  , e non  piutto-' 
fio  adombrare , e fare  qualche  idea  di  tali  curve  . 

, La  prima  maniera  è per  via  d’infiniti  punti;  la 
feconda  col  mezzo  di  altre  curve  di  grado  inferiore  , e 
già  deferitte  , cosi  che  un  luogo  , o fia  equazione  del 
terzo  grado  fi  cofiruifea  col  mezzo  di  una  retta  , e di 
una  fezione  conica  ; un  luogo  , o equazione  del  quarto 
col  mezzo  di  due  fezioni  coniche  ; un  luogo , o equa- 
zione del  quinto , col  mezzo  di  una  fezione  conica , e 
d’un  luogo  del  terzo  , e cosi  di  mauo  in  mano  per 
ordine  , 

221.  E quanto  alla  prima  maniera  per  via  d’infiniti 
punti  ; in  primo  luogo  fa  d’uopo  ridurre  l’equazione  in 
modo , che  una  delle  due  incognite  , cioè  quella  , che 
ci  tornerà  più  comoda , fia  libera  da  frazioni , da  coef- 
ficienti , e che  fia  di  una  fola  dimenfione  , c polla  fola 
da  una  parte  del  fegno  d’egualità,  il  che  fi  potrà  fem- 

pre 
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pre  fare  coi  metodi  fpicgati  al  Capo  IL,  qualora  rifpctto 
a tale  incognita  ( confiderando  l’ altra , cQme  una  coHan' 
tc  ) l’ equazione  ila  di  natura  fua  piana , cioè  non  ecce- 
da il  fecondo  grado  ; come  per  cfempio  l’ equazione»» 
xyy->rraaj'=-x^  ^ cioè  yy ■^%aay—xx^\z  quale  trattata^ 

m 

con  le  regole  delle  quadratiche  affette  ci  dà 
y— — a<7±  x*-t- a*  . 

In  quello  modo  date  , o ridotte  le  equazioni , la», 
maniera  di  collruirc  il  luogo , o fia  la  curva  da  effe»» 
efpreffa,  confillc  nel  dare  all’ una  delle  due  incognite».  , 
cioè  a quella , che  è nell’  omogeneo  di  comparazione.» , 
( prefa  da  un  punto  fìffo  fopra  una  retta,  che  ferva  per 
affé,  o diametro,  fecondo  che  l'angolo  delle  coordinate 
deve  effere  retto,  o obbliquo  ) come  farebbe  alla  x 

nell’equazione  y=-^aai:  i^x*-ha*  ; nel  dare  , dilli, 

Jf 

un  valore  arbitrario,  per  mezzo  di  coi  viene  ad  effere 
dato  neceffariamente  il  valore  dell' altra,  cioè  della  , 
la  quale  dall’  ellremità  del  valore  della  prima  offendo 
alzata  nel  dato  angolo  delle  coordinate  , ci  fornifee  un 
punto  della  curva  da  deferiverfi  ; un’altro  valore  , che  fi 
dia  alla  llcffa  incognita  x,  fomminillra  un’altro  valore 
della  y , cioè  un’altro  punto  della  curva  , e cosi  di  ma- 
no in  mano  affegaando  altri  valori  alla  x,  altri  fé  no 

ave- 
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averanno  della  y , i quali  ci  daranno  altrettanti  punti 
della  curva  , il  numero  de'  quali  quanto  più  farà  gran* 
de , tanto  più  farà  efatta  la  deferizione  della  curvau. 
ileffa , c fi  avrà  perfettamente  efatta  allora  folamente  , 
quando  fe  ne  abbiarjò  infiniti , anzi  un  numero  infini- 
tamente infinito  di  tali  punti . 

aia.  A motivo  di  maggiore  femplicità  fupporrò 
Tempre  in  appreflb  , che  le  curve  fieno  riferite  agl’ affi, 
cioè , che  l’angolo  delle  coordinate  fu  retto  , giacché 
nel  cafo  , che  l’angolo  fia  obbliquo  nelTun’ altra  altera- 
zione fuccede  , che  nel  dato  angolo  fieflb  . 

223.  Per  più  facilmente  intendere  la  applicazione  del 
metodo,  prendo  per  primo  un’efempio  femplice  di  curva 
già  nota,  cioè  dell’ iperbola  equilatera  yyzzxx — aa  ^ 

vale  a dire  y—±.  xx — aa. 

Sia  A il  punto  filTo  principio  delle  x da  prenderfi 
full’ indefinita  AE  . ( Fig.  127.  ) In  primo  luogo  cerco, 
quale  ordinata  corrifponda  al  punto  A , cioè  cofa  fia  la 
y quando  x z:  o ; foftituito  adunque  il  zero  in  luogo 

della  X nella  data  equazione  , troveraffi  y=i:  i^'o  — aa  , 
cioè  y immaginaria  , dunque  al  punto  A non  corrifpon- 
de  alcun  punto  in  curva  . Se  fatta  x = o , aveffi  dall’ 
equazione  non  y immaginaria  , ma  y=o  , la  curva  prin- 
cipierebbe dal  punto  A . OiTervo , che  qualora  fia  x 

minore  di  a,  la  radicale  i^xx — aa  farà  fempre  di  quan- 

Y y tiià 
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tità  negativa , e però  y immaginaria , adunque  fatta^ 
AB  — af  ad  una  qualunque  x minore  di  ^ B corrilpon- 
derà  Tempre  y immaginaria , cioè  nelTun  punto  in  cur- 
va, Prendo  x~a—ABt  farà  > = i v^aa  — aa—o  , c-* 
però  B farà  un  punto  in  curva , vale  a dire  la  curvai 
avrà  origine  nel  punto  B,  Prendo  x=ia=AC,  farà 

y=±:  x^^aa — aa  , cioè  y = +L  pofitiva,  e negati- 

va ; fatta  adunque  CD  pofitiva,  e CJ  negativa 
faranno  i due  punti  D,  d in  curva.  Prendo  x—^a—AE, 

farà  jv  = ±:  , fatta  pericò  £ Af  pofitiva,  ed  £m 

negativa  = Saa , faranno  i due  punti , M , m in  cur- 
va ; e COSI  di  mano  in  mano  dando  altri  valori  alla  x 
fi  averanno  altri  valori  della  y . E’  facile  il  vedere  , 

che crefeendo  la  x crefeerà  Tempre  la  quantità  v^xx — aa,  / 
cioè  il  valore  della  y pofitiva  , e negativa  di  modo , che 
sbanderà  Tempre  più  allargando  la  curva  , ed  allontanan- 
do al  di  fopra  , e di  fono  dcll’afTe , c prendendo  final- 
mente X infinita  , poiché  il  fottrarre  quantità  finita  da_, 
infinita  è lo  fleflb , che  fottrarre  nulla , farà  pure  lo 

flefib  V XX  — aa  , che  V' xx  , quindi  avraflì;^  =: 
cioè  y—±.x\  dunque  y pofitiva , c negativa  infinita  , e 
però  anderà  in  infinito  la  curva. 

224.  E perchè  nell* equazione  y—±.  \/  xx  — aa  Ia_. 
incognita  x è elevata  a poteflà  pari , cioè  al  quadrato  , 

fé 
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fc  fi  prenda  la  x negativa  , nulla  fi  altera  l'equazione 
fieflà , quindi  è , che  dando  alla  x dei  valori  negativi , 
cioè  prendendola  dalla  parte  di  A verfo  F , dcfcrivcralfi 
la  ftefla  curva  di  prima  , ma  porta  al  contrario  col  ver- 
tice H,  cIFcndo  AH— AB,  ed  a nefiuna  aflUra  x po- 
fitiva , o negativa  prefa  tra  B , ed  H corrifponderà  or- 
dinata y pofitiva , o negativa  reale  , vale  a dire  nertun 
punto  di  curva  . 

225.  Sebbene  manifertamente  fi  vede  , che  la  data 
curva  in  neffun  punto  fuori  de*  vertici  B,  H taglia— 
rafie , poiché  crefeendo  la  , crefee  Tempre  la  ^ , nul- 
la di  meno  però  di  moltifllme  fuccede  , che  oltre  il 
vertice  in  altri  lo  taglino  , nel  qual  cafo  la  y deve  ne- 
cefiariaraente  efiere  zero  ; adunque  per  avere  quelli 
punti  fi  dovrà  nella  data  equazione  fuppore  y — o,  e_# 
ricavare  i valori  della  x in  quella  fuppofizione  , i quali 
ci  daranno  ì punti  cercati . Supporta  per  tanto  nell’  equa- 
zione — aa  Ia^=o,  hiz  xx  — aa,  cioè;v=:±:a, 

adunque  ne’  foli  punti  B , H la  curva  taglia  l’afie  , e 
non  in  altri  . 

22tf.  Se  fra  i punti  B , C fi  prenderanno  altri  va- 
lori della  *■ , altri  valori  corrifpondenti  fi  avranno  pure 
dclla^r,  cioè  altri  punti  di  curva  tra  B,  e D,  ovvero  d per 
modo  , che  quanti  più  punti  tali  fi  avranno  , più  efatta— 
farà  la  defcrizionc  della  parte  BD,  o Bd  , nè  fi  avrà 
mai  perfetta  , fe  non  quando  i punti  fiano  infiniti  . 

Y y 2 Nella 
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Nella  (le(Ta  maniera  A difcorra  di  qualuaqae  altr£^ 
porzione  . 

azy.  E’  chiaro  , che  fe  fatta  infinita  una  qualunque 
delle  due  incognite  , l’altra  non  fia  nè  infinita,  nè  im- 
maginaria , ma  o fia  finita , o eguale  al  zero , farà  la  pri- 
ma un’  afintoto  della  curva  , il  quale  corrifponderà  al 
punto  determinato  dal  valore  della  feconda  . Per  ^^de- 
re  adunque  fe  una  curva  à allntoti , c dove  , baderà 
fare  la  y infinita  , e vedere  qual  valore  rifulta  dalla  c- 
quizione  per  la  x ; indi  fare  infinita  la  , c vedere».' 

qual  valore  rifulta  per  la^.  Nell’ equazione^ — aa,‘ 

fatta  y infinita,  fari  i^xx — aa=oo,e  però  xxzzoo  +•  aa, 
cioè  XX  eguale  all’infinito  , e però  x infinita,  perchè  la 
radice  di  quadrato  infinito  è feraprc  infinita  ; adunque», 
la  y non  può  cficrc  infinita  , fe  non  quando  fia  infini- 
ta anche  la  x , ond’  è che  TafTe  delle  y non  può  effere 

un’ afintoto  . Fatta  infinita  la  jr , farà  t^xx — aa  lo  fleC- 
fo  che  X , poiché  a quantità  infinita  1’aggiungere , o 
levare  quantità  finita  è lo  flciro  , che  aggiungere  , o 
levare  nulla,  adunque  farà  h y = ±x,  cioè  fatta  x infi- 
nita , è infinita  anche  la  ^ , quindi  rafTc  delle  x non_ 
potrà  elTcrc  un’ afintoto  . 

228.  Non  COSI  nell’ equazione  ay  xy  — bb  ^ che  già 
altronde  fi  fa  eficrc  all’iperbola  fra  gl’ afintoti  ; imper- 
ciocché prefa  y infinita  , faranno  infiuiti  i due  termi- 
ni 
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ni  ày^xy^  e rifpctto  a loro  farà  nullo  il  termine  hh  , 
c però  l’equazione  farà  ay  xy—o  ^ cioè  dividendo  per 
7,  ie  — — a,  adunque  prefa  *■=  — a,  l’ordinata,  che  in 
quel  punto  è infinita,  farà  un’afinioto  della  curva.  Pre- 
fa poi  X infinita  , poiché  i due  rettangoli  ay  , xy  nella 
flefia  altezza  y fono  tra  loro  , come  le  bafi  a,  a?,  farà  il 
fecondo  infinitamente  maggiore  del  primo  , cioè  farà 
nullo  ay  riguardo  ad  ; e però  cancellato  dall’  equa- 
zione il  termine  ay  ■,  rellcvà  xy  — hh  ^ o fia  y — lb^  m* 

X è infinita  , dunque  y=.bh  — o ; ficchè  quando  7=0  , 

*òò 

la  X è infinita,  e però  è un’afintoto  della  curva  . 

2 2p.  Si  avverta  però  , che  quello  metodo  à luogo 
folamcmc  nel  cafo  degl’ afintoti  paralleli  alle  coordina- 
te , e non  altrimenti  ; ed  in  fatti  l'ipcrbola  yyzzxx  — aa 
à benifllrao  i fuoi  afintoti , ma  che  non  fono  alle  coor- 
dinate paralleli , c però  in  quello  cafo  non  ferve  la  ma- 
niera fpiegata , ma  ci  vuole  altro  artifizio  , il  quale  per- 
chè dipende  dal  metodo  degl’  infinitefimi , fa  d’ uopo  ri- 
fcrvarlo  per  altro  luogo . 

230.  Rimane  il  vedere  , fe  la  fuddetta  curva— 

y:=.±.u’xx  — aa  fia  concava,  o convclTa  all’ alfe  , per 
la  qual  cofa  prendafi  dall’origine  una  qualunque  anìila 
di  determinato  valore,  e col  mezzo- della  data- 

cqua- 
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equazione  fi  ritrovi  il  valore  della  corrifpondcntc  ordi- 
nata E A?;  indi  prefa  un’altra  affida  AC  di  determinato 
valore  minore  della  prima , fi  trovi  il  valore  della  cor- 
rìfpoodentc  ordinata  CD  , e fi  conduca  la  retta  E Af,  che 
taglierà  in  I la  CD  prodotta , fc  fa  di  bifogno , ed  ef- 
fendo  note  le  A E , AC,  o fia  le  B£  , BC,  e la  ordi- 
nata EM , per  la  fimilitudine  de’  triangoli  BEM,  BCI 
troveraffi  il  valore  della  CI,  c fe  quella  farà  minoro 
di  CD,  la  curva  farà  concava  all’ alle  AE  , com'è  chia- 
ro ; e fe  farà  maggiore , la  curva  farà  convella  . Nella 

data  equazione  prendo  x — AE':z,‘^a , farà  y — i^Baa, 
prendo  x-AC^ia,  farà  >=  CD  =:  , e poiché 

BE^ia  , BC~a  , farà  Cl—v/%ag-=.  k' laa,  cioè  mino- 

re  di  CD,  e però  la  curva  concava  all’afle  AE . 

231.  Vale  però  quell’illazione  in  quelle  curve  fola- 
mente  , le  quali  non  abbiano  punti  di  flclTo  contrario , 
o di  rcgrelTo  ; ma  perchè  quelli  anno  i loro  metodi 
particolari,  de’  quali  non  è quello  il  luogo  di  trattare, 
quindi  è , che  per  ora  non  11  può  formare  un’idea  gia- 
lla, e compita  delle  curve . 


ESEM- 
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ESEMPIO  IL 


Sia  l’equazione  y'zzaax,  cioè>=:  y aax  \ condot- 
te le  due  indefinite  BH  , DC,  ( Fig.  128.  ) che  faccia- 
no l'angolo  dato  B^C  eguale  a quello  delle  coordina- 
te , fi  prendano  nella  A C dal  punto  A x , c fulla_- 
AB  f o fia  parallele  alla  AB  le  y . Cerco  primieramen- 
te , fe  la  curva  pafla , o nò  per  lo  punto  A , cioè  co- 
fa  fia  y quando  ar  :=  o ; ma  porta  *•  =:  o , fi  trova— 


aaXOf  cioh  y — ò f adunque  la  curva  parta  per 
Io  punto  A . Cerco  in  oltre  , fe  la  curva  taglia  Paffe- 
te in  altro  punto  , vale  a dire  cofa  fia  la  at  , porta- 


y~o  y e trovo  y aax  zzo  y cioè  adunque  in_. 

neffun’ altro  punto  fuori  di  A la  curva  uglia  l’arte . Fac- 
cio x — AMzz\a , c farà  la  data  equazione  , 


c però  alzata  MP  zz  , c parallela  ad  y^B  , farà  P 


un  punto  incurva.  Faccio  xzzAC^ayCfirkyz:  a'  — Oy 

^ alzata  adunque  CNzzOy  e parallela  ad  ^B  , farà  iV 
un’  altro  punto  in  curva  ; e cosi  facendo  fucccfllvamen- 
te  , fi  troveranno  quanti  punti  fi  vogliono  , per  i quali 

parta 
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palla  la  curva  della  data  equazione  . Faccio  finalmente 

X infinita  , cioè  a?  = oo  , e fari^  ajXoo  , cioè  ^ 

infinita  , e però  la  nofira  curva  va  all’  infinito . E poi- 
ché prefa  x=o  , è pure  ; e prefa  a;  = oo  , è pure 
y~oo  f la  curva  non  avrà  afintoti  paralleli  alle  coor- 
dinate . 

Si  conduca  la  fottefa-4AT,  che  taglia  in  / la  MP 
prodotu , fe  fa  bifogno  ; poiché  AM—\ay  AC  — a , 

CN—a,  farà  MIzz\a  , vaz  MP—'^  a«,  adunque  MI 

farà  minore  di  AfP,  e però  la  curva  concava  all’aflc  AC. 

Si  prenda  ora  la  afiìrTa  x negativa . Poiché  nella-, 
data  equazione  y ’ = aax  la  a:  è di  cfponente  difpari  , 
quando  fi  prenda  negativa  dovrà  mutare  il  fegno  , e 

l'equazione  farà  quell’ altra  y'  — ^ — aax  , la  quale  , 

come  chiaramente  fi  vede , prendendo  i valori  della  x 
dalla  parte  del  negativi , cioè  da  A verfo  D , ma  egua- 
li ai  già  prefi  della  parte  dei  pofitivi , ci  darà  altret- 
tanti valori  negativi  della  y eguali  ai  pofitivi , quindi 
il  ramo  A E farà  affatto  lo  flelTo  del  ramo  AN  , ma 
pollo  in  fenfo  contrario  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  III. 


Sia  r equazione  a’  — zyy  — o,  cioè  ^ = i.  ^ , e 

M 

fi  prendano  lezdal punto .,4fuir affé iip.)  Cerco 
primieramente  , fe  la  curva  paffi  per  Io  punto  A , fatta 

adunque  z=o,  l’ equazione  è = i:  ^ a’,cioèj;=:±  oo, 

O 

adunque  BD  infinita  d’ambe  le  parti  di  farà  un’afin- 
toto  della  curva . Cerco  fe  in  neffun  punto  la  curva  ta- 
gli l' affé  , e però  pongo  y — o^  e l’ equazione  farà 

a ^ ° o =:  <j  ’ , vale  a dire  z = a * , e però 

Z Z .0 

z = oo  , adunque  quando  fia  y — o farà  z=oo  , e però 
AC  farà  un’altro  afintoto  . Prefa  z zz  a AE  , farà 

^=4;  ^ a’ , cioè  a , fatte  adunque  EFpofitiva, ed 

EG  negativa  zza,  faranno  i punti  F , G in  curva_^  . 
Prefa  z = 2fl  = y^H  , farà  ^ = ± ^ a' , cioè  y — iz  aa , 


fatte  adunque  HI  pofitiva  , ed  HK  negativa  = aa  , 

% 

faranno  i punti  J , K m curva  . Prendendo  fucccffiva- 
racnte  nuovi  valori  di  z fcmpre  maggiori,  rifulreranno 

Z z nuovi 
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nuovi  valori  della  y fempre  minori  di  modo  , che  i due 
rami  FI,  GK  in  tutto  fimili,  ed  eguali  della  curva— 
s'anderanno  dall’ una,  e dall'altra  parte  accollando  agl’ 
afintoti  BD  , AC,  fcnza  però  mai  toccarli , fé  non  in— 
infinita  diftanza  dal  punto  A . 

Rifpetto  alle  affilTe  z negative  , poiché  l'efponcnte 
di  2 è difpari , fé  fi  prenda  negativa , converrà  mutare 
il  fegno  al  termine  — %yy  ^ e l’equazione  farà  a’-»- 

zyy—o,  cioè  y — ±.  vale  a dire  l'ordinata^ 

Z 

immaginaria , adunque  dalla  parte  delle  aCGfle  negative 
non  vi  farà  curva  . 

Per  vedere , fe  la  curva  fia  concava , o convella 
air  alfe  AC\  prendo  AC—^a,  farà  C =:  j/ , fi- 

condotta  FAf , che  tagli  in  0 la  HI  prodotta  , fe  fa  bi- 
fògno,  ed  MN  parallela  ad  ^G,  farà  NF:za  — 

ì 

PI—  i/àfl — c facendo  l’analogia  MN,NF::MP, 
^ T 3 

PO  , cioè  la  , a — i/^  ::  a,  PO,  farà  PO=a— 

^ I L. 

Z 

adunque  fe  PO  farà  maggiore  di  PI,  la  curva  farà 
convefia  all’ afl'e  AC,  il  che  fi  ricerca  cosi.  Quando 

fra 
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fia  a — 

- j/gg  > •-  l/gg^ 

I ^ T 

- - j/gg , farà  anche  i 

moltipU- 

cando 

a 

per  2 , g — 1/ 

^gg>  2l/flg  — 2 1/ 

aa  , ed 

» 

3 ^ ~r  ^ 

~ì~ 

»+■  Waa  > ^.«quadrando,  aa  +-  ^a  JàT-^aa'^  laa, 

. . * — ^ T T 

e moltiplicando  per  3 , aa+-aa^  6aa,  e ri- 

— ~ 

ducendo  i termini,  , c dividendo  per  la, 

I 

3 ^ a f e finalmente  quadrando  , farà  paa  > , 

* 1" 
ma  è vero  , che  faa  > aa  , adunque  è anche  vero  , 
3 


che  a j/aa  ^ y^aa — , cioè  , che  PO  è maggio- 

t "»  1 

ft 

re  di  PI,  ed  in  confeguenza , che  la  curva  è conveflà 
aU'affe  jfT . 


ESEMPIO  IV. 

Sia  la  curva  dell’  equazione 

y=i=  i/4^x*-aa  — 2xx±  ai^aa-t-Sax.  Prendendo  fui- 

a 

la  indefinita  ( F/g.  130.  ) le  a?  dal  punto  fiilo  ^ , c 

Zza  le 
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le  y fulla  AI^  , che  faccia- l’angolo  DyfB  delle  coordi- 

‘ • / =' 

nate  , fe  fi  ponga  x — farà  y—izu  aa±.  a 


aa  t 


cioè  y zz^  ^ 2aa  , ed  ^r:  ±T  ^o,  valeadire^rrjt  01, ed 

X % 

y-o;  adunque  fatta  A E pofitiva,  enegativa  i punti 
E , A , E faranno  in  curva . Per  vedere  dove  la  curva 
tagli  l’afTe  AB  , pongo  yzzb  , e però 

+ |/  ■ 


aa- 


■ 2XX ± au'jg-t-  Sax  zzo  y € quadrando  , 


c trafponendo  , /fax  -t-  .r:  — 2xx  = qr  ai^aa+-  Sax  , e di 
nuovo  quadrando ^ \6aaxx  4-  Sa^ x -t-  a*-h  4x^ — i^ax'  — 
' 4aaxx—a*-i-Sa'Xj  e riducendo , e dividendo  per  4^?;?, 
^aa — e rifolvendo l’equazione, x=i:(?4-  za^ 
' cioè  ed  xzz-^a  ; prefa  adunque  x — AFzza  , ed 

x — AB—^ay  la  curva  taglierà  l’afle  ne’  punti  F , B. 

Fatta  x-\a±AHy  farà;/;::t  ^ ^aa±  zai^  jaa,  e però 
quattro  i valori  della  y reali  , per  efiere  za  K >jaa  mino- 


nore  di  5<7a,  e fono  ^ ^aa  -h  aa k ^gg , ^ ^aa  — 2g\/ 


— y^^aa  — zal^  ^aa  y — j/ 5 4-  ajK  ^jg  , ed  i duo 

4 ■ ■ 4 

pofitivi  fono  relativamente  eguali  ai  due  ncg.uivi  ; prefa 
. adun> 
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adunque  y^<aa-t~2a  ^aa  , ed  HG=H^- 


Saa — za  ix  ^gg  , i quattro  punti  I,  Gt  g»i  faranno 

4 

in  curva  . 

2p.  Ogni  qual  volta  la  quantità' fotto  al  comune 
vincolo  radicale  fìa  quantità  negativa  ( giacche  quellaù 

fotto  al  fecondo  vincolo  , cioè  i^aa+-  Sax  non  lo  può 
eflcre,  effendo  le  affifle  pofitive,  come  ora  le  fuppon- 
go  ) farà  immaginaria  la  ordinata  y , adunque  perchè 
vi  fia  ordinata , converrà  che  fra  , 

j/ 4ax  4-  aa  — 2xx  ir  a -t-  Sax  > o . 

% 

Prendo  in  primo  luogo  il  fegno  pofitivo  del  fecon- 
do radicale  , nel  qual  cafo  farà  certamente  pofitiva  la_. 
quantità  tutta  , fe  fia  ^ax-t-aa  — 2xx  > o,  cioè  2xx  — 
4<jAf  aa  t c però  xx  — 2ax  < ££ , ed  xx  — 2ax  +- 

t 

aa  < , e cavando  la  radice  , x — a < 1/ 3J4  , o pure 

% * ^ X 

a — < |/ ^aa  . Dalla  prima  radice  x — a < ^ ^aa  , 

X X 

in  cui  fi  fuppone  a:  maggiore  di  j , inferifeo , che  deve 
■poi  eflcre  x < a-t-  j.  dalla  feconda  a — x < ^ 3 


in 
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in  cui  fi  fuppone  x < a ricavo  , che  deve  poi  ciTere.» 

,v  > a — ^ %aa  ; ma  cfTendo  Tempre  a — y/  quamiti 

» ‘ 

negativa,  farà  feraprc  x p-  a — y/ 3aa,  quando  G prenda 

% 

X minore  di  a , adunque  prefa  x minore  di  a , farà 
4a*-+-aa  — ixx  quantità  poGtiva  , quindi  mqlro  più  fa- 

, ^ ' . .t  t . . I 

rà  pofitiva  la  quantità  4nx -t- aa  — zxx -h  a aa  :h  Sax  ^ 
e però  generalmente,  prefa  x minore  di  (a), 

farà  y ~ i:  y/4aaf-f-aa'— 'UeJr -4»  a Kaa-t- 8aj?  , • ordinata 


1 *.  ' 


reale.  Ma  quando  anche  fia  4aj»+-aa — ixx  quantità  ne- 


gativa , pure  può  ciTcre  y/ 4a*-  +-  aa  — zxx  +-  a K aa  +-  8ax 

» 

quantità  pofitiva , cioè  ogni  qual  volta  fi^ 


4a>:  aa  — zxx  4-  a aa  8a*-  > o , e quadrando  , e 


tralportando,  a i/aa  +-  Saa?  > zxx  — aa  — 4aAr,  e di  nuo- 
vo quadrando  , a*+-8a'jf  > 4v* — i6ax*  +■  \6aaxx  — 
4aa>:A* +- 8a' .V  4- a^ , cioè  4v*— itfaJT ’ 4- iiaaArjp  <o  , e 
dividendo  per  qjejv,  xx  — 4a^f4-3aa  < o , c però  anche 
XX  — 4a*r  -i-  4.ja  < a?,  e cavando  la  radice,  x — 2a  -<a  , 
come  pure  za — x <.  a.  Dalla  prima  radice  x — za  < a, 
che  fuppone  x maggiore  di  2j  , viene  x <^a  ^ adun- 


que 


I 
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quc  prefa  x maggiore  di  la  , ma  minore  di  (3a) 
farà  la  radicale  pofitiva , e però  reale  la  ordinata  y . 
Dalla  feconda  radice  ìa  — x < a,  che  fuppone  x minore 
di  za  , cavo  *■>  <7,  adunque  quando  anco  fia  x mag- 
giore di  a y e minore  di  za,  la  radicale  farà  pofitiva,  c 
però  reale  l'ordinata  jr , ma  fi  è veduto  per  primo , 
che  prefa  x minore  di  a,  l’ordinta^  è reale,  adunque 
generalmente  farà  reale  la  ordinata  y , purché  fi  pren- 
da X minore  di  AB  ( ^a)  . 

Prendendo  il  fegno  negativo  del  fecondo  radicale  , 

- - - - \ 

dovrà  efierc  j/ 4ax  -h  gg  — zxx  — aa  +■  8.ix  > o , e_. 

4 

quadrando  , 4.7x+-aa  — zxx  > al^aa+-  Sax,  e di  nuovo 
quadrando  , c riduccndo  , e dividendo  per  4xx , farà 
xx  — ^ax  > — 9.70,  e però  anche  xx — 4 j.v4-  4.7J  > aa, 
e cavando  la  radice,  x — zap.  a,  come  pure  za — a?  > 
dalla  prima  radice  ricavo  x>3<a,  mafiè  veduto  , che 
AT  > ci  dà  il  valore  della  y immaginario  quando  il 
fecondo  radicale  i il  fegno  pofitivo  , molto  più  adun- 
que lo  darà  quando  a il  fegno  negativo , onde  oramef- 
fa  quefta  radice  , faccio  ufo  dell’altra  za  — x > <j,  che 
mi  dà  X-  > , adunque  prefa  x minore  di  AF , ( a ) 

farà  pofitiva  la  quantità  fotto  il  comune  vincolo  radica- 
le , tanto  fe  fi  prenda  il  fegno  pofitivo  , quanto  il  nega- 
tivo del  fecondo  radicale  , e però  tra  A , cd  F corrif- 
’ pon- 
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penderanno  quattro  ordinate  reali , due  pofitive  , e due 
negative  rclaiivamcnte  eguali  alle  pofitive  . Mi  quando 
fia  X maggiore  Al  AF  il  fegno  negativo  del  fecon- 
do radicale  dà  ordinata  immaginarla  , c la  dà  reale  il 
fegno  pofitivo  , purché  fia  x minore  di  AB  , ( 3^»  ) 
adunque  in  F , e B corrifponderanno  due  fole  ordina- 
te reali  alla  medefima  alTifla  , una  pofitiva  , l’altra  ne-  , 
gativa  , ed  eguale  alla  pofitiva  ; ed  oltre  il  punto  B 
faranno  immaginarie  . 

Prendanfi  ora  le  aflilTe  negative , cioè  da  A verfo  K . 
In  quello  cafo  mutando  nell’equazione  il  fegno  a tutti 
i termini  , che  anno  la  x d’efponente  difpari  , farà 

y = t:  — 4jx±:ai^aa — . Pongo 


farà  y = ± |/ ^ y = ±a  , cd  y = o^ 

adunque  i punti  E,  A,  E faranno  in  curva  , come  nel 
primo  cafo  . Per  vedere  fe  la  curva  taglia  l’afTe  , poti- 

■ ■ ■ ■ I ■ 

gafi  ;r  = o,.e  però  1/ aa — ixx — 4ax±  a aa—Sax  = 0, 

e quadrando, e trafponendo, aa—txx—4ax~±  a aa—2ax, 
c di  nuovo  quadrando , c riduccndo  , c dividendo  per 
4xx  , XX  +■  4'‘^x +■  3^^— o » ^ riiolvendo  , x — lifizo  j 

la  curva  adunque  taglierà  l’alTe  quando  fia  x-o,  elTen- 
4ÌO  fiata  fatta  la  divilionc  per  4xx  ; quando  fia  a:  = — 3^; 

c 
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e quando  fia  x~  — a , cioè  , per  elTerc  quantità  nega- 
tive , dalla  parte  oppolla  a quella , verfo  cui  ora  fi  pren- 
dono le  X , e però  folo  in  ^ , F , B , come  già  fi  è 
veduto . Pongo  xzzoo  per  vedere  fe  la  curva  va  all’  in- 
finito , o all’  afintoto  K , ed  è 

y—iz.  — 2X  00  ^ — 8flX  00  , cioè^  immaginaria. 

Ricerco  adunque,  quale  fia  il  limite  delle  .ordinate  reali: 

è certo  , che  qualora  fia  x maggiore  di  a , il  fecondo 

T 

radicale  farà  di  quantità  negativa  , c però  immaginaria 
la  ordinata  y , adunque  devefi  prendere  x non  maggio- 
re di  a ; ma  in  quella  ipotefi  perchè  fia  pofitiva  tutta 
T 

la  quantità  fotto  il  comune  radicale,  prendendo  il  fogno 
jaofitivo  del  fecondo,  bafierà  , che  fia  aa — 2xx  — /\ax 
pofitiva,  cioè  aa  — ^xx — ^ax  > o , e però  ata;  lax  <iaa, 

o fia  AT  •<  ^ 5 quando  fia  x non  maggiore 

di  a , è anche  <J  1/ yu  — a , quindi  fatta  a:  non  mag- 

gìorc  di  a , l'ordinata  farà  reale  . Prefo  il  fegno  nega- 
T 

tivò  del  fecondo  radicale  , dovrà  eflere 

^ aa  — 2XX  — ^x — a\^ aa — 8.?Af  > o, cioè  quadrando,  e 
4 

Aaa  iraf- 
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trafponendo,  aa — ^x}t  — > a \/'aa — e di  nuo- 

vo quadrando  , e riduccndo , x -t-  la  > a y mi  x-^  ia  è 
lemprc  maggiore  di  a , adunque  purché  prendali  x noti 
maggiore  di  <j  , k ordinate  faranno  ft-mprc  reali'.  Pren- 
8 • '* 
do  farà;^  = ± t^i^aa  y e però  fatta  KM  pofi- 

T , • « ■ 


liva  , c KN  negativa  ~ K 1 5i73  , i punti  M^  N faranno 


i ; ■ . 


in  curva.  Prendo  x — a y farà  > izSa^ 


16 


cioè  quattro  valori  reali  ? due  pofitivl  relativamente-» 
eguali  ai  due  negativi  . E perchè  la  quarta  proporzio- 
nale di  a , di  1/ 1 5 , e di  ^ , cioè  1 $aa  è minore^ 

~ 8 l6  ' , 

. - — = - ' i.  . -7 

di  ^ 95aa  + 1283  , ma  è maggiore  di 


«fi 


9^aa — iiSay^aa;  la  curva  avrà  due  rami  al  di  fo- 


lO 


pra  di  AKy  uno  concavo,  c l'altro  convelTo  , e due 
ne  avrà  al  di  folto  affatto  firnili , ed  eguali  a qntUi  di 
fopra , c farà  a un  di  preffo  come  nella  Fig.  130. 


ESEM- 
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ESEMPIO  V. 

Sia  la  curva  dell’equazione 

— 4f ’+•  laxx — aax  ; in  cui  fta,  per  un  cafo, 

Jf  — 14  , ► . 

0 maggiore  di  è , e fi  prendano  dal  punto  A fulla  in- 
definita AM\z  X y e fulla  AD  nel  dato  angolo  le  y, 
o fia  ad  ella  parallele  . ( Fig.  iji.  ) Fatta  x—o  , farà 
, e però  il  punto  A farà  in  curva.  Fatta  ^ = 

'farà  ^ bbx  — x'^+zaxx  — aax  ~o  y cioè  bbx  — x’+- 

X— •-  %a 

laxx  — aax—Oy  c dividendo  per*’,  bb — xx-*-iax  — 
aa^O  y e però  xx~^iax -t- aa—bb  , e cavando  la  radi- 
ce,a:  — a — ±:b;  adunque  i valori  della  M faranno  x—a-^by 
x—a — b y ed  x=o  , clTendo  fiata  divilà  l’equazione  per 
X.  Quindi  fatta  AB  — BM—ay,  B N~BCzzb  y la  curva 
taglierà  l’afib  nel  punto  A , come  già  fi, è veduto  , 
ne’  punti  iV,  C.  Fatta  x — A Mzziay  farà;/  pofitiva, 
e negativa  infinita  , e però  in  M vi  farà  un’  afintoto  . 

Pongo  x — oo  j fiirà  ^ = ±.  — xx  , cioè  immaginarÙL., 

dunque  la  curva  non  va  all’infinito.  Poiché  acciò-  fi^ 
reale  l’ordinata  y , fa  d’uopo  , che  -la  quantità  fono  il 
vincolo  fia  pofitiva , converrà  eh’  efiendo  pofitivo  il  nu- 
meratore della  frazione  , lo  fia  pure  il  denominatore.. , 

A a a z ed 
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cd  eflendo  l’.uno  negativo,  lo  fia  l’altro  ancora;  ma_. 
acciò  fìa  pofiiivo  il  numeratore  , deve  clTerc  bbx — «*+• 
2axx — aax  > o , cioè  , dividendo  per  * , e trafponen* 
do  , XX  — zax  < bb — aa  , e però  xx  — iax+-  aa  -<,bb  , 
e cavando  la  radice  , .v — a -<,b  y prefa  x maggiore  di 
\ cd  a^x,<^  b y prefa  x minore  di  a . Dalla  prima 
radice  x — a b cavo  xt^a-hb  ; dalla  feconda_. 
a — .V  < ^ cavo  x < a — b;  prefa  adunque  x maggiore 
di  a dovrà  efTere  a?  < , e prefa  x minore  di  a, 

dovrà  elTere  x>  a — b , acciò  fia  pofitivo  il  numera- 
tore; ma 'perchè  fia  pofitivo  il  denominatore,  deve  elTe- 
re  > 2:? , e non  potendo  eifere  maggiore  di  23,  ed 
aflìeme  minore  di  a -t-  i , c di  a , non  potranno  eflèrc-. 
pofuivi  il  numeratore , e denominatore  ; e però  tra  l 
punti  N y e C non  vi  faranno  ordinate  reali . Se  fi  pren- 
da > a +-^i  farà  il  numeratore  negativo  , come  pure 
fe  fi  prenda  x < a — b',  e fe  fi  prenda  x ^ za  , farà 
pure  negativo  il  denominatore  ; adunque  tra  -<^,_ed  Ny 
e tra  C,  ed  M vi  faranno  ordinate  reali , e la  curva_* 
farà  a un  di  preffb  , come  nella  Fig.  131. 

Prendo  la  x negativa  , mutando  adunque  i fegnl 
a’  termini  della  x ad  efpopente  difpari,  farà  l’ equazione 


y—-  ^ — 


bbx  +-■  zaxx  aax  , cioè 


y — ±-  ^ bbx  — x'  — Zaxx  — aax  . Il  denominatore  farà 

' « yt  «■ 

fempre 


t-  « 
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Tempre  pofitivo  , ma  acciò  fia  pofitivo  il  numeratore-.  > 
converrà  , che  fia  bbx  — — taxx  — aax  > o , e divi- 

dendo per  a:  , e trafponendo,  xx +•  lax +■  aa  ^bb  ^ cioè 
X -i-a  <b  f e però  x Kb  — j,  ma  fi  è fuppoflo  < <j  , 
adunque  b — a farà  quantità  negativa  , e però  non  potrà 
mai  edere  a*  <h  — a , cioè  non  potrà  mai  efTere  pofi- 
tivo  il  numeratore,  quindi  le  ordinate  7 faranno  Tempre 
immaginarie  , onde  dalla  parte  delle  afTiire  negative  non 
vi  farà  curva  . 


ESEMPIO  VI. 

Sia  1’  equazione  y * — ^ayy  — aay  la*  — axy  , 
cioè  y 7 ' — 'i-ayy  — aay  2 j » . Dal  punto  fido  A 

ay 

( Fig.  131.)  filila  indefinita  AQ  prendo  le  , e fulla_. 
indefinita  AM,  o ad  eda  parallele  nel  dato  angolo  del- 
le coordinate  ) prendo  le  x . Polla  y — o,  farà  x =.  taa  , 

0 

cioè  Af  = oo  , adunque  la  curva  anderà  all’afintoto  A M. 
Per  vedere  , fe  la  curva  taglia  l'ade , e dove  , pongo 
x^o  , e però  y*  — layy — aay -h  za*  =0  , e rifolvendo 
quell'  equazione  cubfca  fi  anno  tre  valori  della  v , cioè 
y~a,  y — za,  y — — a • Fatta  adunque  Ali  zz  A D ■=. 
BCzza  , ne*  punti  B , C dalla  parte  de’  pofitivi , c nel 
punto- D dalla  parte  de’  negativi  la  curva  taglierà  Tade. 

2:4. 
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2j 3.  Se  l’equazione  — ^ayy — +- ' fofle  irri- 
ducibile , onde  non  fi  potefTcro  avere  i valori  aritmeti- 
ci della  7 , s’avrebbe  a cofiruire  eCTa  equazione,  ed  i 
valori  della  y geometricamente  ritrovati , e colle  linee 
efprcifijci  darebbero  i punti  ricercati , il  che  s’intenda 
detto  di  qualunque  cafo  fimile.  Pongo  ^ = e farà 

% 

X—  — , cioè  ordinata  negativa,  adunque  la  curvai 

1% 

pafTa  al  di  fotto  dell’afle  JQ  in  B , c torna  al  di  fopra 
in  C.  Pongo  ^ = 00  , farà  xzzyy  , cioè  a:  = oo  , e però 

a 

la  curva  anderà  all*  infinito  . E’  chiaro  , che  il  ramo  in- 
finito lì  E farà  conveflb  all’afie  AM^W  ramo  BC  con- 
cavo all’ affé  AQ  , e CFconvefib,  quando  la  curva  non 
abbia  flcflì  contrarj . 

Si  prendano  ora  le  afTilTe  y negative  da  A vcrfo  D, 
farà  adunque  l’ equazione  — y * — z.iyy  -f-  a.;y+-  za'  , cioè 

— «jf 

x=y*  +-  z/tyv  — aay  — hi*.  Prendo^  = 0 , farà  ,v  = — laa  — 

ay 

— 00  , adunque  MA  infinitamente  prodotta  dalla  parte 
dei  negativi  farà  pure  afimoto  della  curva.  Prendo  y^-^a, 
farà  xzz — 154;  prendo  , farà  a,-  = o , e la  curva., 
4 

pafferà  per  D ; prendo  > = cc  , farà  x = yy  = oo  y e la.. 

cur- 
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curva  al  di  fopra  di  AD  andcrà  all’  infinito  ; prcn-' 
do  y — — AK^  farà  x = 4oj=:KP;  prendo  2 ìV, 

5 

farà  x — 6a  — SR\  quindi  perchè  condona  h retta  Dì\ 
farà  NT—OfOa  , e 40.3  > 6a  , adunque  l;uà  NT  > N R , 
6 'ì~ 

e la  curva  in  R convefTa  albafTc  AK  ^ cioè  concava_. 
all’aire  A M’,  ma  fe  e(Ta  va  all’afintoto  A Tal  di  fotto  di 
AKy  necclTariaraente  deve  anche  clTcre  ad  e fio  conv  of- 
fa , adunque  avrà  un  fldTo  contrario , per  determinare 
il  quale  non  è queflo  il,  luogo  , 

234.  Ma  fe  la  propolìa  equazione  della  curva  da_, 
cortruirfi  conterrà  ambe  le  incognite  elevate,  a maggio- 
re potcflà  della  feconda  « onde  non  polFa  generalmente 
ridurfi  tale,  che  da  una  parte  del  fogno  d’egualità  ab- 
bia una  delle  due  incognite  fola,  e di  una  fola  potellà, 
allora  crefeerà  bensì  l’operazione , ma  non  la  difficoltà 
del  metodo  , imperciocché  filTato  un  valore  noto  per 
l’una  delle  incognite  , per  efempio  x , fi  avrà  un’equa- 
zione folida  data  per  ^ , e le  cofiami  , da  rifolverfi  o 
coflruirfi , da  cui  fi  averanno  i valori  della  y , che  de- 
termineranno tanti  punti  in  curva  . 

Indi  filfato  un’altro  valore  per  la  averaffi  un’ al- 
tra equazione  folida  da  rifolverfi  o cofiruiiTi  , che  ci 
fomminifirerà  altri  punti  in  curva  ; e com  di  mano  in 
nìano  fucceffivamente  operando , fi  troveranno  quanti 

pumi 
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punti  fi  vogliono  della  curva  da  deferivorfi  . 

235.  Ma  dovendoli  in  quelli  incontri  , ed  in  altri 
ancora  , come  nell’  d'empio  l'elio  , rifolvere  e coflruirc 
equazioni  folide  , pare,  che  fi  faccia  un  circolo  vizio- 
fo, poiché  trattando  de’ problemi  folidi ó fuppofia la  deferi- 
7Ìone  delle  curve  anche  fupcriori  alle  ftzioni  coniche;  ma 
la  cofa  non  è cosi,  fe  bene  fi  riflette  , imperciocché  fe  la 
curva  da  deferiverfi  é della  terza  , o quarta  dimenfio- 
ne,  della  terza  o quarta  al  più  farà  l’equazione  folida 
da  cofiruirfi  , il  che  fi  fa  per  mezzo  delle  fezioni  coni- 
che ; adunque  fenza  circolo  viziofo  deferiverafli  qualun- 
que curva  della  terza,  o quarta  diraenfione  . Se  l’equa- 
zione della  curva  da  deferiverfi  farà  della  quinta  dimcn- 
fione  , l’equazione  folida  da  cofiruirfi  farà  al  più  della., 
quinta  , il  che  fi  farà  per  mezzo  d’una  curva  della  ter- 
za , e di  una  della  feconda  , e fimilmentc  fi  difeorra  di 
dimenfionl  fupcriori;  dal  che  apparifee,  non  cfTcrvi  om- 
bra di  circolo  viziofo  . 


PROBLEMA  I. 

236.  Dato  il  femicìrcolo  AEB,(  Fig.  133.  ) Ji  diman- 
da il  luogo  di’  punti  M tali , ìbe  fe  per  etafeuno  di  ejjt  fi 
tiri  dall’ eflremità  A del  diametro  una  retti,  che  taglierà 
la  periferìa  in  D , e fi  abbafitno  le  M P , DO  perpendico- 
lari al  diametro  , le  intercette  dal  centro  C P , C O fieno 
femtre  eguali  tra  loro  . Sia 
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Sia  M uno  dei  punti  , che  fi  cercano,  e fi  chiami 
AB^a  yAP  — XyPM—yjt  poiché  deve  efière  CP=CO, 

farà  OB  — A P~x  , ed  ODz:  \/  ax  — xx , e per  la  fimi- 
litudine  de’  triangoli  APM^  AOD,  farà  Xy  y::a — Xy 

ax  — XX  y e però  n a:  — xx  y cioè  y = x x y o 

pure  y ~ xx  , equazione  della  curva  da  defedverfi , 

ax — XX 

che  è la  Cijfoide  di  Diocle  . 

Per  dcfcriverla  fulla  data  Figura  per  varj  punti:  fi 
ofiervi  , che  la  retta  AB  è halfe  delle  ar  , ed  ^ il  pun- 
to, da  cui  anno  origine,  e perchè  le  y fono  perpendi- 
colari a quefio  alle  , condotta  dal  punto  A la  tangente 
'A  (I  ; farà  efla  l’aflc , a cui  le  ordinate  y debbono  rife- 
rirfi . Quelle  cofe  premefie  , fi  ponga  in  primo  luogo 
A*  = o per  vedere  fe  la  curva  taglia  l’afie  A()  , e per- 
chè fi  ritrova  pure  7 = 0,  farà  A un  punto  nella  curva 
da  deferiverfi  . Si  ponga  7^:0  per  vedere  fe  la  curva_. 
taglia  Talfe  AB  in  qualche  altro  punto  , ma  poiché  fi 
trova  x — Oy  non  incontrerà  la  curva  i due  afit  in  altro 
punto  , fuorché  in  A. 

Sia  x — -~ay  farà  y — a ;fiaA;  — farà 7 a, 

31/2 

c però  eretta  dal  centro  la  perpendicolare  CE 
al  diametro  AB  , pafTerà  la  curva  per  lo  punto  E . 

Bbb  Sia 


\ 
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Sia  X — la  , farà  ^ r:  43  , c porta  finalmente  x':za  , fi 

trova  7^=33=00,  e perciò  la  tangente  BR  al  circolo 

O 

farà  rafintoto  della  curva . Prendo  x maggiore  di  3 , 
farà  negativa  la  quantità  fotto  il  fegno  radicale  nel  de- 
nominatore , e la  curva  immaginaria  , la  quale  eflendo 
pure  immaginaria  , prefa  la  x negativa  , farà  coraprefa 
fra  le  due  tangenti  AQ,  BR  prodotte  in  infinito  . E 
poiché  va  all’afintoto  BR,  non  avendo  flcfll  contrarj , 
converrà,  che  fia  tutta  converta  all’arte  AB,  e fara  , 
come  nella  Fig.  133. 

PROBLEMA  II. 

Dato  l'angolo  retto  ABC  , ( Fig.  134.  ) e dato 
il  punto  A tiel  lato  A B , y?  cerca  il  luogo  di  tutti  i punti 
M tali  , che  condotte  per  ciafeuno  di  ejjì  le  rette  Unte  A E , 
terminate  dal  lato  BC  nei  punti  F^Jiafempre  EM  = EB. 

Si  tiri  una  qualunque  retta  AE,  c ^12  M uno  dei 
punti  , che  fi  cercano  ; fi  abbafii  dal  punto  M zà  AB 
la  perpendicolare  MP  , c fi  chiami  AP—x  , P M—y , 

AB  — a,  farà  PB  = a — x,  ed  ma  per 

i triangoli  limili  APMy  ABE,  farà  x,  y::a,  BE, 
dunque B£  = E M — ay  , ma  è anche  AP,PB::AM, ME, 

cioè 
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cioè Xf  a — X wv' XX  yy  ^ ay ^ dunque ay  — a — x^ xx  -i-yy^ 

c quadrando , aayy  zz ajxx  — ijx'  x*  *-  aayy  — T.axyy-'r^ 
xxyy , cioè  aaxx  — inx*  ■*- x*  —yy  ^ c finalmente,  cfien- 

xax  — X* 

do  la  radice  di  aaxx  — zax*-^x*  unto  — jca?  , quan--' 

to  XX  — ax  , farà  yzz  ax  — xx  , ed  ^ = xx  — ax  , cioè 

. , • »<ix  — XX  ^ xax  — XX 

±.yziax  — XX,  equazione  alla  curva  , che  fi  cerca. 

^ xax  — XX 

Le  ordinate  y faranno  adunque  pofitive  , e negati- 
ve , ed  eguali  fra  loro  , e le  pofiiive  e le  negative  cor- 
rifponderanno  alla  iDedcfitna  aflilTa  , e però  la  curva-, 
farà  al  di  fopra  , cd  al  di  fono  dell’ alfe  in  tutto 
fimile  , ed  eguale  . 

Condotta  dal  punto  A la  perpendicolare  AK  alla-. 
AB,  h quale  farà  l’afie,  a cui  fi  rapportano  le  ordina- 
te ^ , ficcome  AB  è quello  delle  afiìlTe  x;  pongo  in 
primo  luogo  xzio  per  vedere  fe  la  curva  palla  per  lo 
punto  A,  e perchè  trovo  parimenti  y=o  , farà  il  pun- 
to A il  vertice  della  curva.  Sìa  ora  , farà  ax  — 
XX  =o  , e però  xzzo  , ed  x=a  , onde  ricavo  , che  la 

curva  palTerà  per  lo  punto  B . Sia  xzz^a,  farà  ±7  = 
la  . Sia  X = ^a  , farà  i:  y = a_.  Sia  x=  7 , farà 
31/5  21^  7 

— > — 4^  . Sia  , farà  ic  = 2 j.a  — 00  , e perciò , 

31^8 


o 
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prefa  AD  — Uy  e condotta  la  retta  SCI  indefinita  pa- 
rallela alla  PMy  farà  dfa  Tafintoto  della  curva.  Sia  » 
nuggiore  di  za  , farà  negativa  la  quantità  fotte  il  vin- 
colo radicale  , e però  immaginaria  l’ordinata  y , adun- 
que oltre  il  punto  D non  vi  farà  più  curva  . E’  chia- 
ro , che  la  curva  tra  il  punto  , ed  il  punto  B farà 
concav'a  all’ affé  AB  , c poiché  oltre  al  punto  B va  all' 
afinioto  SQy  farà  tra  B , e D convefla  ali’ afiè  BD; 
intendendo  però , che  non  abbia  fleflì  centrar]  . 

Prefa  la  x negativa  , farà  fempre  negativa  la  quan- 
tità fotto  il  vincolo  radicale  , e però  immaginaria  l'ordi- 
nata y ; adunque  dalla  parte  delle  aflìiTc  negative  non 
vi  farà  curva  , quindi  farà  efla  a un  di  preflb,  corno 
nella  f/>.  134. 

PROBLEMA  III.  ' 

238.  Dato  il  femicircolo  A DC  ( Fig.  135.  ) del  dia* 
metro  A C ; ricerca  fuori  di  cjpj  il  punto  M tale^y  Che 
condotta  MB  normale  al  diametro  AG  , che  taglierà  il 
circolo  in  D , Jia  A B , ^B D : : AG  alla  B M , e perchè 

infiniti  fono  i punti  M , che  foddisfanno  al  problema  , ^/o' 

».  - • . « . • 

ne  dimanda  il  luogo  . 

Sia  M uno  di  quefli  punti,  e chiamata  AC~a, 
AB  = x y BM—yy  farà  , per  la  proprietà  dd  circo- 
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Io,  BD  — \^ax — XX  \ e per  la  condizione ‘del  proble- 
ma,farà  AB,  BD::AC,  B M,  cioè  x,'i^  ax  — xx'.'.a,  y; 

■-  ' , J «.1  li.  f 

c però  y — ax  — xx  , o [Ì3.y  — si^a  — ,, equazione 

■*  . , X . ' , 

■i  • • 

alla  curva  da  defcriycrfi  , che  diedi  la  Verfitra  . ^ 

. ..  Poiché  AB':=:X  , BM'=zy  ^ farà  AC  l’alTe.cjcUe 
cd  AQ^y  parallela  alla'  BM , l’allc  delle’ ordinate  Si 
ponga  primieramente  xzzoy  farà  y = Go  , e però  Àq 

Tafintoto  della  curva  . Sia  y — o,  farà  a a — xzzo  , 

però  x~a  ; quando  adunque  fia  la  curva  taglie^ 

rà  l’afle  AC,  e' palTerà  per  confeguenzà  per  lo  punto 
C,  che  ne  farà  il  vertice  . Sia  x^ARz:  a ,farà^  — a ; 

- . . ■ • • ■ T- 

{{x'x’^A  P—  , farà  ; fia  x — AF^^a,  farà 

r 4 ‘ ‘ • I J 

y—ay’  . Pofla  x maggiore  di  a, la  quantità  fotto  il  fegno 

radicale  farà  negativa,  e la  curva  immaginaria.  Per  vedere 
fe  la  curva  fia  concava,  o convdTa  all’ alfe  !<^C,fi  faccia  la 
proporzione  ; come  CPpr  u,(che  cgrrifppnde  alla  ;r=:  3.1), 

; ■ r . , -4 

, cosi  CF=:-j  a ( che  corrifponde  alla  j:  = 4j) 

al  quarto  che  farà  ^ ; 9*^  ‘ la  ' .v  b 4.1  ci  dà 

- ' ' r , , / ' 

.minore  ali  , adun- 

que  farà  la  purva  concava  all’ alfe  AC  ; ma  p:r 

l’jfi-i- 
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l’afintoto  deve  anche  cfTere  convelTa,  adunque  farà 
in  parte  concava  , ed  in  parte  convciTa  , e però  avrà 
un  fleflb  contrarlo  , il  quale  fi  troverà  col  metodo  da 
darli  a fuo  luogo  ; e perchè,  prefa  la  x negativa,  è ne- 
gativa la  quantità  fono  il  vincolo  radicale  del  denomi- 
natore , cioè  immaginaria  la  ^ , perciò  la  curva  farà  , 
tome  fi  vede 'nella  F/g.  135.  avvertendo,  che  ella  curva 
à un  ramo  Umile  , ed  eguale  al  ramo  CLM,  dalla  parte 
delle  y negative  . 

’ ■ \ \ P'R  O B L'.E  M A IV. 

139.  Data  la  retta  indefinita  NN,  ( Fig.i3<f.  ) 
dato  un  punto  P fuori  della  medejìma  , fi  domanda  il  pun- 
to M tale  , che  condotta  da  effo  al  punto  P la  retta  M P, 
fta  la  intercetta  fra  la  linea  indefinita  N N , fi  il  punto 
M,  eguale  ad  una  data  linea , e perchè  infiniti  fono  i pun- 
ti che  foddisfarmo  , fi  cerca  il  luogo  di  ejfi  punti . , 

Si  tiri  dal  punto  P la  retta  P A perpendicolare  alla 
NN  i e la  retta  PM  ad  un  qualunque  punto  M,  che  fi 
fupponga  clTcrc  uno  di  quelli , che  fi  cercano  , c con- 
dotta la  retta  ME  parallela  alla  N N^  lì  chiami  PS—b, 
SE  — x , EM—y  , e fia  SA— a la  data  linea’,  a cui  de- 
ve cflcre  eguale  la  retta  NM,  per  la  condizione  del  pro- 
blema . Si  tiri  dal  punto  N la  retta  NO  perpendicolare 

alla 
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alla  EM,  farà  AfOni/^j — xx  , c per  i triangoli  fimili 
PEMy  NOM;  P£,  E M NO  , OM,  cioè  b +-  x , 

y ::  X f aa  — xx  ^ e però  b-^xi^aa  — xx^xv  y Cl> 

quadrando  , xxyy  — aaxx  — x ^ +-  laabx  — zbx  ' *■  aabb  — 
bbxx  , e finalmente 

y — ^ aaxx X*  -y-  Uabx — ibx'+^aabb — bbxx  y equa- 

X 

zlone  alla  curva  da  defcriverfi  , che  è la  Concoide  di 
Nicomede  . 

Tre  diverfi  cafi  pofibno  difUnguerfi  in  qucflo  pro- 
blema ; cioè  può  efiere  bzza;  può  cfierc  b minore  di  a; 
c finalmente  b maggiore  di  a . Sia  in  primo  luogo 
b — a,  fi  muterà  l’equazione  nella  feguente 

y~±  K — za'  X — , 

X 

Poiché  SE  — x , EM=zy  , farà  NN  l’afTe  , a cui  fi 
rifcrifcono  le  ^ , e quello  delle  x , delle  quali  S è 
l’origine.  Pongo  in  primo  luogo  xzzo^  per  vedere.* 
|c  la  curva  pafia  per  lo  punto  5,  e perchè  ne  viene.^ 
y ~ ±.  aa  , cioè  y infinita  pofitiva  > e negativa  , farà 

O 

NN  l’afintoto  della  curva;  pongo  ^=o  per  vedere  do- 
ve Ja  curva  taglia  l’afle  PA , e farà  — x^-i-za'x  — 
zax'  a“'~o  , onde  rifoluta  colle  regole  già  infcgnatc^. 
quell’equazione  , le  radici  di  efia  ci  determineranno  i 

punti 
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punti , ne’  quali  la  curva  inccmra  il  detto  affé  ma 
quattro  fono  le  radici  di  qudt’ c auzione , cioè  x — a 
pofitiva , e tre  eguali  negative  x~  — a,  dunque  la^ 
curva  incontrerà  l’afTe  in  due  punti  lontani  dal  punto 
5 la  quantità  a , ma  perchè  non  11  tratta  per  ora  , che 
delle  X poUtivc , ballerà  conlldcrare  il  valore  pofitivo, 
e però  la  curva  palTcrà  per  lo  punto  A , eflendo  , co- 
me fi  è fuppollo  , SA  — a.  Sia  , farà 

V r’jiìa  .Sia  xzz  -za  , farà  y=±.  iz^aa  . Sia  *■  mag- 
X 3 6 

giore  di  a , farà  negativa  la  quantità  lotto  il  vincolo  ra- 
dicale , elTendo  in  quell’  ipotefi  il  primo  termine  mag- 
giore del  quarto  , ed  il  terzo  maggiore  del  fecondo  , 
onde  prefa  la  x maggiore  di  rtf , farà  la  curva  immagi- 
naria . Refla  da  vederli  fe  Ha  fempre  elTa  curva  con- 
vefla  all’aire  PA , giacché  in  parte  deve  elTerlo  per 
cagione  dcll’afintoto  NN . Si  faccia  adunque  la  propor- 
zione: comt  AE—^  <»  ( la  quale  corrifponde  alla  j ) 

alla  y—\/’ ziaa  , cosi  Al—^a  al  quarto  , che  farà 

< X 

V z'jaa  , ras.  AI zz-  a corrifponde  alla  x — j^^  e perciò 

i~  J 

alla  yzz  ii^aa  , e la  ^^izjaa  è maggiore  di 

6 6 j 

dunque  la  curva  farà  in  parte  concava  all’ alTe  P^,  ed 

in 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE.  385 

in  confeguenza  avrà  un  flcffo  contrario  , come  fi  vedrà 
a fuo  luogo  . E perchè  al  medefirao  valore  della  x cor- 
rifpondono  due  valori  eguali  della  > , l’uno  pofitivo  , 
l’altro  negativo,  avrà  la  curva  un’altro  ramo  dalla  par- 
te delle  y negative  fimile , ed  eguale  a quello  dalla-, 
parte  delle  pofitive  , e farà  , come  fi  vede  delcritta-. 
nella  Fig.  135. 

Per  deferiverc  la  curva  dalla  parte  delle  x nega- 
tive , converrà  cambiare  i fegni  de’  termini  , ne’  quali  la 
incognita  è elevata  a potefià  difpari , onde  farà  l’equa- 
zione — X*  — 20^  X ■*- 2ax^ +- a*  . Sia  in  primo 

— ae 

luogo  adunque  x=o  , farà  y — i:  aa  , e perciò  NN 

* O 

l’afintoto'  della  curva  anche  dalla  parte  dei  negativi . ^ 
Sia  y — o , farà  — x’’ — 2a‘ x-^  zax*  •+•  a*  — a , da  cui  fi 
ricavano , come  fopra  , quattro  radici  ; tre  eguali  pofiti- 
ve x—a,  ed  una  negativa  x— — a.  La  radice  negati- 
va , che  era  pofitiva  nel  cafo  anteriore  , fi  è già  filTata 
nella  concoide  fuperiore  ; i tre  valori  eguali  poi  figni- 
ficano  , che  nel  polo  , dittante  appunto  la  quantità  a 
dall’origine  delle  x , avrà  la  curva  un  regrefib  , di  cui 
fi  tratterà  nel  metodo  dei  flcfll  contrarj  . Sia  xzz\a  y 

farà  > = ^ %aa  ; fia  x^2a^  farà  y—±.i^^aa  . Si 

I ■ 5^  6 

.prenda  x maggiore  di  a,  farà  la  curva  immaginaria—  , 

. Ccc  per- 
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perchè  ciTendo  la  quantità  fotto  il  vincolo  radicale  il 
prodotto  di  XX  — lax-t-aa  , quantità  fempre  pofitiva,  in 
aa — XX  f che  in  quella  ipotdi  è negativa,  farà  nega- 
tiva tutta  la  quantità  fotto  il  fegno  radicale  , c però 
immaginaria  la  ordinata  y . Si  faccia  ora  la  proporzio- 
ne : come  PR  = \a  (fatta  SRz::\a)  alla  i^^aa  , cosi 

. X 

PQ^  — -^a  ( fatta  S<2:=.za  ) al  quarto',  che  farà  Kjjj, 

J ~ì 

ma  alla  cioè  alla  P a corrifponde  la_. 

1 j - . 

y — ,e  è minore' di  , adunque  farà 

' T~  ~ I 

fempre  convefTa  la  curva  all’aiTe  NiV,  ( fuppoflo , che 
non  abbia  fieffi  contrarj  ) ed  avrà  due  rami  limili , ed 
eguali  fra  loro  , corrifpondendo  alla  flclTa  x due  valori 
eguali  della  ^ , l’uno  pofitivo  , l’altro  negativo,  e pe- 
rò farà  , come  11  vede  deferitta  inferiormente  nella— 
n^.  i3<y.  - 

240,  Sia  ora  b minore  di  a , 1*  equazione  è adunque 

• ^ r:  i.  aaxx  — ♦ +-  zj'ibx  — zbx  ‘ +-  aabb  — bbxx , 

* ’ . X . 

l’ongo  ,v  = o , farà  y — ±:^=±.oo  , j e;  però  NN 

O 

(F/^.  137.)  anche  in  quello  calo  l’afimoto  della  curva;  fià 
y — o,  farà  aaxx  — x*-h  zaahx  — zbx  ’ -h  aabb  — hbxx—o^ 

\ le 
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le  di  cui  ijuattro  radici  ( cioè  x~iia  , e due  tra  loro 
eguali  x= — ù ) determineranno  i punti , ne’  quali  la_, 
curva  tàglia  l’aflc  PA  \ ma.  per  ora  ballerà  confiderare 
il  valore  pofitivo  x—a^  e perchè  SA=za,  farà  A il 

vertice  della  curva.  Pongo  x = ^az=SE,  (avk  y = ±^ 
K i2u^+-  iiM  = EM  . Pongo  x ~ la  zz  SI  ^ farà 

* T 

y — iziy'  loaa  +■  6oab+-  — IK  . Faccio  la  proporzione: 
6 

'AE{^a)y  EM  ( 1/  3JJ  4.  i2ah+-  ìibb  ) r.AIj^a)  al 

% 

quarto  , che  farà  i2jb-t-  izbh^  per  vedere  fe 

- 

la  curva  è concava,  o convella  all’ alle  SA;  ma  prefa 

AI—-jay  Ci  à.  SI  zz  za  y a cui  corrifponde 

3 

IK—y—  zoaa+-  6oab+-  ^^bb  , e fi  trova  elTere.» 

- 

iFiu'^aa-^-  izab-h  izbb)  minore  di  IK  (yzoaa+-  óoab-^  4$bb)y 

J 6 “ 

dunque  farà  la  curva  concava  all’ alle  SA;  ma  poiché  va  all’ 
afinroto  NNy  farà  pure  convefia , e però  avrà  un  flef- 
fo  contrario . • 

E’  chiaro  , che  prefa  l’aflìlTa  oltre  il  punto  Ay  cioè 
la  X maggiore  di  « , non  vi  farà  curva , poiché  il  fe* 

Ceca  condo 
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condo  termine  del  radicale  farebbe  maggiore  del  prirao]|' 
il  quarto  maggiore  del  terzo  , il  fello  maggiore  del 
quinto  , e però  negativa  la  quantità  fotto  il  vincolo 
cioè  immaginaria  la  y . 

E perche  alla  ftefla  aflllTa  x corrifpondono  due  or- 
dinate y eguali , una  poiìtiva  l'altra  negativa,  farà  la- 
curva  la'  llciTa  anche  dalla  parte  delle  ordinate  negative, 
cd  a un  di  preiTo , come  nella  Fig.  137. 

Per  deferivere  la  curva  dalla  parte  delle  affifle  at 
negative  , muto  il  fegno  nell’equazione  ai  termini,  ne* 
quali  la  Af  è a potè  (là  difpari , ed  è 

— ± V aaxx  — Af  * — xaabx  +•  ibx*  +■  aabb — bbxx . 

^ X 

Pongo  X zzo  y e trovo  y^±.  ab  y cioè  infinita  , e_* 

O 

però  NN  farà  pure  l’afintoto  . Pongo  ^ = 0,  c farà 
aaxx — X*  — ^aabx  +-  ibx  ’ +-  aabb  — bbxx  z:  o ; le  quattro 
radici  di  quell’  equazione , che  fono , due  ac  = ir  <3  , e due 
eguali  x—by  determinano  i punti , dove  la  curva  taglia 
l’alTe  ylP  . "Li  negativa  xzz — a mi  dà  il  punto  ^y  la— 
pofitiva  x — a il  punto  m » e le  due  eguali  x—b  il  pun- 
to P y che  farà  un  nodo  della  curva  ; prefa  PR~SR=z 

~bzzx  y farà  y=-±.  V — bb  zz  RT  ; prefa  PQz:^  b , 

cioè  — by  hrkyzzii  9aa  — ^bz:(JH  . Faccio 

l’ana- 
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l'analogia  PR  RTii^^a  — bb)  ::  PQ 

X 

QO  — bh  ),  per  vedere  fc  la  curva  è concava-. , 

i'  ; 

J 

b conveffa  all’ arte  , ma  QO  (i^4<ja  — bb  ) è mag- 

, - j - 

giofe  di  (i/'paj  — /^b  ) , adunque  la  curva  c con- 
6 ■ ■ 

veiTa  all'aire  PS  ^ e feguita  ad  elTcrlo,  andando  all’afin- 
toto  NN. 

Prefa  I*  affilia  oltre  il  punto  w,  cioè  x maggiore., 
di  a , non  vi  farà  curva , perchè  il  radicale 

W' aaxx  — X* — 2aabx -h  ibx’ aabh  — bbxx  è lo  flellb  , 

che  ^ aa  — xx  \ xx — ibx^bb , ma  polla  a;  maggiore 
di  a , farà  aa  — xx  quantità  negativa  , ed  xx  — zbx-*~bb 
è quantità  pofitiva  , adunque  negativo  il  prodotto  , o 
però  immaginaria  la  ordinata^  . Prefa  l’ affilia  oltre  il 
punto  P , cioè  X maggiore  di  è , ma  però  minore  di  a, 
farà  aa  — xx  y come  pure  xx  — zhx-^-bb  , quantità  pofi- 
tiva  , e però  pofitivo  il  prodotto,  e reale  la  ordinata)', 
adunque  tra  P , ed  »;  corrifponderà  pure  la  curva , e_. 
farà  ella  la  foglia  Pxmy  col  nodo  in  P , e la  curva  farà 
a un  di  prcllo  , come  nella  Fig.  137. 

24t.  Sia  finalmente  b maggiore  di  a,  Tequazione 
è la  lidia  del  cafo  anteriore  , e prefe  le  affillè  x poli- 
ti ve. 
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tive  , è pure  fimilc  la  curva’,  prefe  poi  le  x negative,* 
c fiippofla  ^=:o  , le  quattro  radici  dell’ equazióne  , cioè 
.vn+;a,  e le  due  ^eguali  x~l^  danno,  bcns'i  i medcG; 
mi  punti  m,  P nell'  alfe  P A ; ma  il  punto  m è al 
di  fopra  del  puntò  P,  ed'alTunta  l'alllira  maggiore  di 
Sm  y cioè  X maggiore  di  a , farà  aa  — xx  quantità  ne- 
g.itiva  , e perchè  è xx  — ibx-t-bb  quantità  pofitiva  , fa- 
rà negativo  il  prodotto , e però  immaginaria  Tordinata 
y y adunque  la  curva  non  avrà  la  foglia  dell’anteriore,  , 
ma  avrà  in  m il  vertice  . E poiché  la  curva  è prima., 
concava  , c poi  convefTa  all’ alTc  PS , come  facilmente 
fi  può  vedere  , e va  all’afmtoto  NN , larà  a un  di  pref- 
fo,  come  nella  Fig.  138. 

242.  Qucflo  metodo  di  deferivere  le  curve  per  in- 
finiti punti  può  forfè  rklurfi  a maggior  perfezione  col 
fcrvirfi  anche  di  collruzioni  geometriche  . Ne  darò  al- 
cuni efemp] , i quali  balleranno  a mettere  la  cofa  iti 
chiaro . ! 


ESEMPIO  I. 

"Vogliafi  coflruire  per  varj  punti  la  curva  del  Pro- 
blema I.  num.  235.  , che  è la  CilToide  di  Diocle.,  , 
la  di  cui  equazione  fi  è trovata  efferc  y=  xx 

, ax  — xx 

Col 


i 
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. Col  raggio  AC—ìa  ( Fig.  133.)  deferito  il  circo- 
lo AEBe  t e prefa  ad  arbitrio  A P — x y olTervo,  che  la 

corrifpondente  ordinata  Pf  c — — xx  ; per  lo  pun- 

to / tiro  il  diametro  fCD  , c còngiunii  ì punti  Ay  D 
colla  linea  ADy  il  punto  Af,  in  cui  elFa  taglia  l'ordi- 
nata fupcriorc  P F continuata  , fe  fa  bìfogno  , farà  alla-. 
CilToidc.  Imperciocché  eflendo  retto  l'angolo  nel  femi- 
ckcolofAD,  ficcomc  pure  l’angolo  APM  delle  coor- 
dinate , faranno  fimili  i triangoli  AfP^  APM,  <:  però 

farà  l'analogia  yp  , AP::AP,  PM,  cioè  l'ax — xx  , 
X : : Xyjfy  onde  farà  y ~ xx  , il  che  ec. 

^ ax  — XX 

In  altra  maniera  : poiché  fono  fimili  i triangoli 
PCfy  CDOy  per  ciTef  retti  gl' angoli  P , O , cd  eguali 
gl' angoli  al  vertice  PC/^  DCO\  cd  in  oltre  Cj'—CD, 
farà  anco  CP  — COy  proprietà  della  curva.  ‘ • 

ESEMPIO  II. 

Sia  la  curva  del  Problema  li.  rum.  237  , la_. 
di  cui  equazione  è iz  y — ax  — xx  . Col  raggio  AB  — a 

^ la*—  X» 

( Tig.  134.  ) fi  deferiva  il  circolo  AFDy  prefa  una  qua- 
lunque AP  — Xy  fi  tiri  dal  punto  P l'ordinata  PFzz 

zax  — XX,  e condotto  il  raggio  BF,  fi  tiri  A HE 

ad 
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ad  eflb  normale  , taglierà  qnefìa  l* ordinata  PF  conti* 
nuata  , fe  bifogna  , ilei  punto  M ^ che  farà  alla  curva-. 
jiMBf  che  fi  cerca  . Imperocché  efiendo  fimili  i duc_. 
triangoli  AMP,  FMH,  cd  in  oltre  fimili  i triangoli 
FMH , FBP  , farà  il  triangolo  AMP  fimilc  al  triango- 
lo BFP,  c però  fi  avrà  PF,  PBx:AP,  PMy  cioè 

X/' lax  — XX ^ a — x x,  y , onde  fi  ricava  l'equazione 
propofia  ■ ax  — xx  —y,  il  che  ec. 

^ xax  — .r.v 

In  altra  maniera;  poiché  il  triangolo  ^MP  è fimi- 
lc al  triangolo  AHB  ^ e fi  è veduto  di  fopra  , che  il 
triangolo  AMP  è fimile  pure  al  triangolo  FPB,  farà 
il  triangolo  AHB  fimile  al  triangolo  FPB , ma  il  lato 
AB  — BF,  dunque  farà  anche  P ; fi  tiri  la  ret- 

ta Af/  parallela  ad  , faranno  fimili  i triangoli  BHE, 
MIE  , ma  faranno  anche  fra  loro  equilateri , efiendo 
BH~BP—  MI  i dunque  farà  EB  — EM^  che  è la  pro- 
prietà fundamentale  della  curva  propofia  . 

ESEMPIO  III. 

Sia  da  deferirerfi  la  Verfiera  del  Problema  III. 
uum.  238. , la  di  cui  equazione  c y~a  \/ ax  — xx  . Ef- 

X 

fendo  il  diametro  del  circolo  AC^a  , e prefa  ad  arbi- 
trio 
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trio  una  qualunque  ( F/g.  135.)  fi  tirino  le  in- 

definite BM,  CE  perpendicolari  ad  AC^  indi  per  lo 
punto  D , in  cui  la  iJ Af  taglia  il  circolo  , fi  tiri  AD', 
.che  prodotta  taglierà  CE  in  £ , dal  punto  E fi  abballi 
,una  parallela  ad  incontrerà  efla  la  BAf  nel  punto 
M , che  appartiene  alla  curva  . In  fatti , per  la  proprie- 
tà del  circolo  , BD—\^ax  — A;Ar,e,  per  i triangoli  fimi- 
li  ABD  , A CE,  h AB  , BD  ::  AC , CE,  cioè  x , 

ax — XX  : : a , CE— a ax  — xx  , equazione  del- 

.V 

la  curva . • , 

E S E M P I O I V. 

Sia  da  deferiverfi  per  varj  punti  la  Concoide  di  Ni* 
coraede  del  Problema  IV.  num.  239. , la  di  cui  equa- 
zione ±: y — b±:x  aa  — a;a:  ; fia  SA  — Sa—a,SP  — b, 

col  raggio  SA— a fi  deferiva  il  circolo  ABC  a,  i Fig. 

- 139.  ) e prefe  ad  arbitrio  due  airiflTe  SE,  Se  tra  loro 
eguali , efie  fi  chiamino  x,  pofitive,  e negative,  fi  tiri- 
no le  ordinate  EB  , e C,  ciafeuna  delle  quali  farà 

= jfl — XX  , e fi  producano  oltre  i punti  B , C inde- 
finitamente, per  i punti  S,  B fi  tiri  la  retta  SB  , c per 
lo  punto  P ad  efia  fi  tiri  parallela  la  PM;  i due  pun- 
ti Af,  w,  ne’  quali  la  PM  taglia  le  due  rette  EB,eC,  ' 

D d d ap- 
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apparterranno  alla  curva  , clic  fi  cerca  , vale  a dire  il 
punto  M sX  ramo  fuperiore  , ed  il  punto  m al  ramo  in- 
feriore della  Concoide . 

E quanto  al  punto  M : poiché  fono  fimili  'ì  dueJ 
triangoli  SEB,  PEM,  farà  SE,  EÈ>:PE,  EM , 

cioè  X,  i^aa  — xx::b+-x,  y>  e confeguentemenrc_. 
1* equazione  y—b+-xi^aa  — xx  fpettantc  al  ramo  fupe- 

riore  della  Concoide  . 

Riguardo  poi  al  punto  m , condotta  la  linea  SC 
farà  il  triangolo  5’rC  eguale  al  triangolo  SEB,  ma  il 
triangolo  Pem  è fimile  al  triangolo  SEB,  dunque  farà 
anco  fimile  al  triangolo  SeC,  e però  fi  avrà  l’analogia 

Pe  , em  ::  Se , eC , cioè  — x,i^aa  — xx  ::  b — x , y , 
onde  fi  ricava  l’ equazione  yzzb — x^ as^xx  , che  è 

— X 

appunto  quella  , che  appartiene  al  ramo  inferiore  della 
curva  . 

Condotta  per  lo  punto  5 la  indefinita  5 N parallela 
alle  ordinate  EM,  em,  facilmente  fi  ricava  dalla  co- 
flruzione  fuperiore  la  principale  proprietà  della  Concoi- 
de , cioè , che  fe  dal  polo  P fi  condurrà  la  P M , la_. 
quale  tagli  la  curva  nei  punti  M,  m , e la  SN  nel  pun- 
to iV,  faranno  le  intcrcette  wN,  Ì^M  fra  la  curva , c 
la  indefinita  5'N  di  lunghezza  Tempre  collante  , ed 

eguali 
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eguali  ad  SAziSB^^a  . Imperciocché  per  la  cortruzio- 
nc  farà  5BAfiV  un  parallelogrammo^  e però  NAf—S5, 
ma.  coodotu  NO  parallela  ad  Se  ,,fono  limili  i teiango-; 
li  <?£E,  mNO,  ed  in  oltre  iV0  = 5«=5£,  dunque^ 
làrà  mN^SB  , ed  in  confeguenza  wN  = ATM,  il  che  ec. 

245.  Le  coHru2?ioni  dei  primi  tre  Efempj  riefeono 
alTai  femplici , non  elTendofi  in  e(Té  adoperati  fe  non 
che  circoli  di  dato  diametro  , c rette  linee  . In  altri  in- 
contri Verranno  ad  ufo  le  fezioni  coniche,  deferitte  an- 
che tal*  ora  con  diametri , parametri , e reitangofi  va- 
fiabili , ma  che  lì  prendono  come  coflanti  per  determi- 
nare uno  , o più  punti  della  curva  . 

Per  darne  nn*  efempio  : vogliafi  coftruire  per  pun- 
ti la  curva  dell'equazione  x Kaxv  — xx:±yy  (^Fig.  140.) 
Deferitto  il  circolo  AHBby  W di  cui  diametro  AB  — la, 
prendo  ad  arbitrio  AD  — KB  — Xy  farà  DE  — KI  — 

\/ zjx — XX  . Col  parametro  DE,  all’ affé  AB  deferivo 
la  parabola' apolloniana  GFAfg,  e DF,  Df  daranno 
r valori  pofitivo,  e negativo  di>>,  polla  xzzAD;  KG, 
Kg  i valori  pofuivo  , e negativo  di  ^ , polla  x—AK. 
I quattro  punti  per  tanto  F,  /,  G,  g faranno  nella- 
curva  cercata  . Con  fimil  metodo  , variato  il  valore  del- 
la , fi  determineranno  altri  punti  della  nollra  curva. 

244.  La  feconda  maniera  di  collruirc  le  curve  fuperiori 
al  fecondo  grado  farà,  come  ó detto  al  num.  220.,  per 

D d d 2 mezzo 
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mezzo  di  altre  linee  di  grado  inferiore  ; e per  com  in» 
ciare  dalle  parabole  di  qualunque  grado,. fi  olfervi  pri- 
mieramente , che  la  parabola  apolloniaria'è  una  fola  , e 
fi  cfprimc  coll’equazione  ax—yy  ; le  cubiche  fono  due,’ 
cioè  a.ix—y*  , axx~y'  ; quelle  del  quarto  grado  fono' 
tre  , cioè  a'^ x—y''  ^ aaxx—y*'t  ax'—y''  . Quelle  del 
grado,»  fono  n — i , cioè  ax"-  '=y”i  aax”~  ^=y"  ; 
ai  x”~^  ì=y”  ; a*x"'~^  — y” , e così  fucceflivamentc-* 
fin’  a tanto  , che  l’cfponcnte  della  x fia  l’unità  . 

245.  Tutte  quelle , che  anno  la  x coll efponcnte  dell’ 
unità,  fi  chiamano  parabole  prime,  onde  aax=y*, 
a’x—y*y  >•"  fono  tutte  parabole  prime. 

Per  collruirc  qualunque  parabola  di  qualfivoglia-, 
grado  , fi  dia  principio  dalla  parabola  prima  cubica,.. 

aax  —y'’  • 

’ . E’  manifefio  , che  quefia  averà  due  rami , uno  po- 
Ctiv’o  , negativo  l’altro , imperocché  pigliando  la  x po- 

fitiva  , farà  pofitiva  anche  la  y , cioè  y—i^  ajx  » e_- 
quello  farà  il  ramo  pofitivo  . Ma  pigliando  la  x nega- 
tiva , farà  negativa  anche  la  y , cioè  / = y/ — acix,  (che 

non  è punto  quantità  immaginaria  ) e quello  farà  il  ramo 
negativo  .-E’ chiaro,  che  i due  rami  vanno  all’infinito, 
e fono  concavi  all’ alfe  JB.  { Fig.  1^41.), 

Per  palfare  alla  coflruzionc  : fi  ponga  yy  = az  y c 
fofiituendo  nell’equazione  ajx  -y'  , in  luogo  di;y,  que- 
llo 
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flo  valore  az  * l’equazione  alla  parabola  cubica  fi  mu- 
terà in  queft’  altra’  ax  :=  zy  y che  fi  rifolve  nella  l'eguen- 
te  analogìa  a , z ::y  y x . 

Ciò  porto  , all’  arte  ^ B Ci  deferiva  la  parabola  dell’ 
equazione  yy  = az  y e fia  DAE.  Sia  A B — z y BE—yy 
BD— — 7,  AC—ay  e fi  conduca  CB  , e per  lo  punto 
A la  linea  KAF  parallela  alla  CB  , e fatta  AG  — BEy 
fi  tiri  G E y farà  CA  , AB::  AG  y GF,  cioè  a , z ; , 

X y onde  prefa  ad  arbitrio  la  AB,  le  corrifpondenti  B£, 
o fia  y^G  , e GF  faranno  le  coordinate  della  nollra 
parabola  cubica  , ed  F ne  farà  un  punto  ; imperocché 
rertituèndo  nell’analogìa  ayz::y  , x il  valore  di  z, 
cioè  yy  , farà  , yy  ::y  y x , che  appunto  cl  dà  l’equa- 

4 4 

zione  y ’ = aax  . 

Ma  perchè,  quando  fi  prenda  x negativa  , anche  y 
è negativa  , l’analogìa  a y z : : y y x fi  muterà  nella  fe- 
guente  z : : — y , — x ; onde  prefa  AF—BD  , farà 
CAy  AB  : ; AVy  VK  , cioè  a y %::  — y , — a:  , ed  il 
punto  K farà  nella  parabola  cubica  . Il  ramo  ^MFfarà 
il  pofitivo  , ed  il  ramo  ANK  il  negativo. 

Sia  proporta  da  cortruirfi  la  parabola  prima  del 
quarto  grado  a'xzzy*.  Quella  avrà  pure  due  rami, 
imo  fopra  l’arte,  l’altro  al  di  fatto,  perchè  alla  x pofitiva 
corrifponde  tanto  y , quanto  — 7,  per  crterc  l’indice  dv.1- 
la  poteflà  della  y di  numero  pari  . Quelli  due  ivm;  fi- 

ran 
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ranno  concavi  all’ atte  , cd  anderanno  all’ infinito.  Per 
paffàrc  alla  corruzione  , faccio  = aaz  , e foftituendo 
in  luogo  di  y*  quello  valore  nell’ equazione  propolla,  lì 
avrà  zy~aXf  o fia  a t ziiy^x. 

AH*  alfe  KC  ( Fig.  142.  ) fi  deferiva  la  parabola^ 
dell’equazione  y*z:aaz  ^ che,  per  effere  la  prima  cubica, 
già  fi  fa  collruirc , e fia  quella  la  Q^AD  y farà  A C 
GDzzz,  AKzz  — z,  CD  = AG=y  , KQ-—y  . Prcn- 
dafi  AB=a,  e fi  tirino  le  rette  BC , BK,  e per  Io 
punto  A Ciì  A F parallela  a B C , ed  AP  parallela  a 
KB,  ciò  pollo , farà  BA  y AC::  AG.  y GF,  cioè  a , 
z::y,x  y ed  il  punto  F farà  nella  curva  propolla  da 
collruirfi  ; imperocché  elTendo  a y z ::  y y x y ed  eflen- 
do  ancora  z — y^,  farà  ay  y^::y  y x y cioè  a'x—y^^  . 

aa  Od 

Ma  poiché,  clTcndo  x pofniva,fi  può  prendere  la  y 
anche  negativa , che  in  quello  calo  farà  la  K Q , e U 
AK  farà  — z , avralTi  pureB.-^,  AK  ::  KQ  (cioè  AR)y 
RP  , o fia  j,  — z : : — y » -v , e però,  il  punto  P farà 
nella  curva  a^x—y''. 

247.  Sia  propolla  da  collruirfi  la  parabola  prima  del 
quinto  grado  a*x=y'  . Quella  ancora  avrà  due  rami  , 
uno  pofitivo , negativo  l’altro  ; imperocché  pigliando  x 

pofitiva  , farà  y pofitiva  , cioè  y=  a* x y ma  piglian- 
do X negativa,  farà  y negativa,  cioè  ^ — a*x. 

Quelli 
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Q,tiefU  due  rami  vanno  all’infinito  , c fono  concavi  all* 
afle  AB.  Per  paflarc  alla  coftriizione  : faccio^*r:a*  z , 
e follitucndo  tqueflo  valore  nell’equazione  propofia,  farà 
ax—yz,  o fia  <j,  z'.'.y  , *■ , 

All’ afle  AB  ( Fig.  141,  ) fi  deferiva  la  parabola  dell’ 
equazione  4 ’z  , e fia  DAE.  Eflendo  farà 

BEzzy  , B Dzz — y . Sia  A C—a  , c fi  conduci  CB  , e ad 
efla  parallela  la  KAF,  indi  fi  tiri  la  retta  EFG , e la 
parallela  DFK  . Ciò  porto  , farà  CA,  AB::  AG,  GF, 
(a,  z::y,  x)  ed  il  punto  F farà  nella  curva  proporta 
da  cortruirfi  ; imperocché  eflendo  a,  z ::y,  x,cd  eflen- 
do  ancora  a'z  =y*  j farà  a , y*  x,  cioc^‘  z:a*x  • 

a* 

Ma  perchè  eflendo  x negativa , anche  la  y farà  ne- 
gr.tiva  , r analogìa  a , z :: y , x fi  muta  nella  fegueme 
a , z — y , — x , onde  prefa  AF—  DB  , farà  CA  , 
AB  ::  A F,  FK  ( a,z  ::  — y,  — - x ),  ed  il  punto  K 
farà  nella  curva  proporta  da  cortruirfi  . Il  ramo  AMF 
farà  il  pofitivo  , ed  il  ramo  ^ATK  il  negativo. 

248.  Generalmente  fia  proportada  cortruirfi  la  parabola 
a”—'xzzy”.  Facciafi  * =4""'*z  , e follitucndo 
querto  valore  nell'equazione  proporta,  fi  avrà  fempro 
zy  — ax.  Onde  fi  feopre  , che  fi  potrà  femprc  coilruire 
qualunque  parabola  prima  per  mezzo  del  triangolo  , e 
della  parabola  prima  del  proflìmo  grado  inferiore  . 

24p.  Ora  farà  facile  palfare  alla  collruzione  dell’ altre 

para- 
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parabole  ancora  , cioè  alla  coflruzione  delle  feconde , 
terze  , quarte  ec.  di  qualunque  grado  ; anzi  quelle  pure 
fi  fono  coflruicc  nella  cofiruz’one  delle  prime  . 

Sia  propella  da  cofiruirfi  la  feconda  parabola 
cubica  axx—y^  . .Pongo  = aaz  , dunque  fofiituendo 
nell’ equazione  propella,  in  luogo  di  y^  , il  fuo  valore.» 
aaz  , farà  xx  — az. 

All' alfe  A~R  ( Fig.  143.  ) fi  deferiva  la  parabola., 
apolloniana  A C dell'equazione  a-at  = az , indi  allo  llellb 
alle  fi  deferiva  la  prima  parabola  cubica  dell'  equazione 
= ed  elTendo  Ah—z^  farà  BE—y,^  ma  nella., 
parabola  apolloniana  elTendo  AB—\z,Ì3XÌl  BC—x^ 
dunque  fi  avranno  femprc  le  due  coordinate  x , y della., 
feconda  parabola  cubica . 

Sia  propolla  da  coUruirfi  la  parabola  terza  del  quar- 
to grado  av ’ z:); ♦ . Pongo  a’ + , dunque  foflituendo, 
fata  x'-aaz-  Sia  collruita  la  parabola  prima  cubica.. 
x'  — aaz^  ed  al  medefirao  alTe  fi  coUruifca  pure  la  pri- 
ma del  quarto  grado  y'’  — a'z.  Le  due  ordinate  di  que- 
lle curve  corrifpondenti  alla  medefima  aflìlTa  z daranno 
le  coordinate  x ^y  dell'equazione  propolla  ax^—y^. 

In  tutte  le  altre  di  qualunque  grado  fuperiorc  fi 
proceda  collo  ftelTo  metodo  , ballando  i dati  efempj , 
per  clTcre  la  cofa  da  fe  chiara  . 

250.  Solo  rimane  da  oircrvarfi  , che  la  parabola., 
feconda  del  quarto  grado  aaxx—y^  non  è altro , che 

U 
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la  parabola  apolloniana  , ma  radJoppiata  in  fenfo  con- 
trario. E primieramente  fe  è a.ixx  — y*  ^ lari  anche, 

eflracndo  la  radice  quarta,  ^ aaxx  —KXax  — ±.y  . Ora^ 

v^ax~izy  , o fia  ax—yy  , altro  non  è , che  l’equazio- 
ne alla  parabola  apolloniana  . La  nollra  curva  poi  è una 
parabola  apolloniana  raddoppiata  , poiché  il  termine 

aaxx  viene  egualmente  generato  tanto  da  + dA?X  ax , 


quanto  da  — ax  X — ax  , verificandoli  del  pari,  elTere 


^ aaxx  = ^ axX  i- ax  = ^ — axX — ax=l^ax  = 


±,y.  Alle  X negative  per  tanto  corrifpondono  le  y reali, 
cd  il  ramo  Afy^AT  della  parte  dei  negativi  (F/g.  144-)  farà 

affatto  fimile  al  B^C  dalla  parte  dei  politivi , avveran- 
doli rifpctto  ad  entrambi  l’equazione  ^ aaxx  — i^ax  = 

±y  . Ma  la  parabola  apolloniana  non  à il  ramo  dalla-, 
parte  dei  negativi  , poiché  polla  x negativa  , li  à 


V — ax  — t:y  t curva  immaginaria  . 

Se  li  alzerà  l’equazione  ax  — yy  alla  terza  poteflà, 
la  curva  corrifpondente  alla  equazione  a’ a:’  — y*  non_, 
farà,  che  la  fola  parabola  apolloniana.  Alzata  l'equa- 
zione ax  — yy  alla  quarta  potellà  , la  curva  corrifpon- 
dènte  alla  formola  a*x*—y*  torna  ad  elTere  la  para- 
bola appolloniana  raddoppiata  in  fenfo  contrario.  Gene- 
ralmente fe  la  potellà  , a cui  fi  alza  la  formola  axzzyy, 

E e e farà 
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farà  pari  , foddisfarà  la  parabola  apolloniana  raddoppia- 
ta ; e fé  farà  difpari , foddisfarà  la  parabola  apolloniana 
femplicc  . 

Una  tale  dottrina  fi  può  applicare  a tutte  le  para- 
bole , cd  iperbole  prime , la  di  cui  equazione  canonica 
fi  c(  prendendo  per  m un  numero  qualunque  intiero  aficr- 
mativo  , o negativo  ) ' a;  . Alzata  quefla  a_. 

potellà  pari  , la  curva  propria  della  nuova  equazione 
farà  la  parabola  , o iperboli  a”  — 'x—y”  raddoppiata.* 
in  fenfo  contrario  , Se  la  potcflà  farà  difpari , fvanirà  il 
raddoppiamento  , c rcflcrà  la  curva  fcmplice  propria.* 
dell’equazione  a”—'x~y”. 

251.  Dalla  coflruzione  delle  parabole  di  qualunque 
grado  fi  fa  pailàggio  alla  cofiruzionc  degl’  Iperboloidi 
pure  di  qualunque  grado  . 

Gli  iperboloidi  del  terzo  grado  fono  due  , cioè 
a * r:  xxy  , ’ = xyy  . Sia  propoflo  da  coflruirfi  1*  iper- 

boloide dell’equazione  a’  z:  xxy  . Quella  curva  avrà  due 
rami,  che  vanno  agl’afintoti  , e l’uno,  e l’altro  avrà 
le  ordinate  pofitive  , ma  le  aflilTe  in  uno  faranno  ^fi- 
tive , negative  nell’altro. 

Per  coflruirla  ; pongo  xx  = az,  e follituendo  , farà 
aa  — zy.  Fra  gl’  afintoti  JM,  JG  ( Fig.  145.  ) fi  deferiva 
l’ipcrbola  FQ  dell’equazione  aa  =:  zy . Prefa  adunque  AG  — z^ 
farà  GF  — y,  indi  dal  punto  G in  angolo  femirctto  fi 
fi  conduca  GB  y c farà  AB  = AG  = z all’ alfe  A B Ci 

deferi- 
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deferiva  la  parabola  CA  E dell'  equazione  az  — xxy  indi 
condotte  le  ordinate  BC,  BE,  e le  indefinite  CK,EP 
parallele  alla  BA  ^ farà  AH—BE—Xy  e tirata  FK  pa- 
rallela a GD  y farà  HPzzGF  — y.  Irteiramente  farà 
AD  — BC  — — Xy  DK—yy  edi  punti  P,  K faranno 
nella  cprva  propofia  . 

Ominetto  la  coflruzione  dell’equazione  a' — xyy  y 
perche  è la  medefinaa  , mutandoli  folo  le  veci  delle»» 
coordinate  . 

252.  Sia  propollo  l’iperboloide  del  quarto  grado  , e 
Ila  l’equazione  a‘‘  — x'y.  Quella  cur\’a  avrà  due  rami , 
che  vanno  agl’ afintoti , in  uno  de’  quali  farà  x pofitiva, 
ed  y pofitiva  , c nell’altro  x negativa  , ed^  negativa  . 

- Pongo  x*~aazy  dunque  lollituendo,  fi  avrà  zy^aa. 
Fra  gl’afintoti  MF  y T*G  , ( Fìg.  146.  ) indefinitamente», 
prodotti,  fi  deferiva  l’iperbola  £R,  KO  dell’equazione 
%y  — aayt  farà  AF  — ZyFE—yy  A M— — Zy  MK  — — y ; 
dal  punto  F fi  tiri  FG  in  angolo  femìretto , a cui  fia», 
parallela  MT , e farà  AG—  AF  = z ; AT A M = — 2 . 
Air  alle  TG  Ci  deferiva  la  parabola  cubica  SAH  dell’ 
equazione  ‘ = a«z,erarà  Al—GH—XyAP  — TS—  — je; 
onde  condotte  le  rette  £C,  KP' parallele  alla  Aìy  farà 
IC—yy  PV— — y y ed  i punti  C,  nella  curva  pro- 
pella . 

Qui  pure  ommetto  la  coflruzione  dell’  equazione». 
a‘>zixy^  y perchè  è la  medefima  , mutandoli  lolo  le  ve- 
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ci  delle  coordinate  . Ommetio  ancora  la  coflruziono 
dell’equazione  a^—xxyy^  perchè  quella  fi  riduce  all’ 
iperbola  apolloniana  . 

153.  Sia  proporla  la  curva  iperboloide  del  quinto 
grado,  e fia  in  primo  luogo  l’equazione  a*  ~ . 

Quella  avrà  due  rami , che  vanno  agl’ afintoti  , in  uno 
de’  quali  prefa  x pofitiva , farà  pure  pofitiva  la  y ; nell’ 
altro  prefa  la  x negativa,  ciò  non  ollante,  farà  la  jr 
pofitiva . ^ 

' Pongo  x‘'  — a'z^  dunque  foflituendo,  farà  <3j  = zy . 
Fra  gl’ afintoti  AG^  AM  fi  deferiva  l’ iperbola  apollo- 
niana FQ  dell’equazione  aa  — zy^  ( Fig.  145.  ) onde  pre- 
fa AG—z  , farà  GF  — y . Dal  punto  G in  angolo  femi- 
retto  fi  conduca  la  C£  , e larà  AB  — AG^z  . AU’alTc 

fi  deferiva  la  parabola  CAB  dell’equazione  x*zza\z; 
e farà  BE-AH~Xy  BC=AD  = — x , c condotta  FK 
parallela  alla  GD,  e le  CK,  £ P perpendicolari  alla^ 
fielTa,  farà  HP  = DK  = GF~y,  ed  i pumi  P,  K nella 
curva  propolla  . 

Sia  l’altra  equazione  a'  — x'yy  dell’iperboloide  del- 
lo ftelTo  grado  , quefla  avrà  due  rami  , imperocché  al- 
la flelTa  X pofitiva  corrifpondono  due  ordinate  y , una 
pofitiva  , negativa  l’altra  . 

Pongo  X ’ cc  (laz  , dunque  follitiiendo  , farà  a ' — zyy . 
Fra  gl’ afintoti  D Af , CN  (Fig.  147.)  fia  defciitto  l’i- 
perboloide FG,  FA' ddl’ equazione  a'-zyy,  cd  effeiv 
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do  j4H  zz  y y AP  — — y y farà  H I — z — P K — A B . 
All'affe  PH  fi  deferiva  la  parabola  cubica  AS  dell’e- 
quazione x'  — aaz  y indi  dal  punto  B fi  conduca  ad  an- 
golo femireito  la  BQ  , e lì  alzi  la  perpendicolare  QSy 
farà  adunque  AQ  — z,QS=x.  Per  lo  punto  S fi  con- 
duca la  retta  OT  parallela  aH’afintoto  NCy  e che  in- 
contri le  prodotte  HI  y PK  ne’  punti  T,  0;  effendo 
adunque  AH~y  , farà  HT—Xy  AP  — — y,  PO  — x , cd 
j punti  O , T laranno  nella  curva  propofla  . 

Le  coflruzioni  dell' altre  due  equazioni  a'—xxy\ 
a^  — xy*  fono  le  medefime , mutandoli  folo  le  veci  delle 
coordinate  . Con  lo  fleflb  artifizio  fi  coflruiranno  facil- 
mente tutti  gl’iperboloidi  di  qualunque  grado  . 

254.  E’  da  notarfi  , che  tutte  le  parabole  prime-, 

defe ritte  intorno  ad  un’aire  medefimo  fi  tagliano  nel 
medefimo  punto  ; Imperciocché  prefa  per  ciafeuna  di 
elfe  la  medefima  allilTa  x — a , farà  per  tutte  la  mede- 
fima  ordinata  cor  rii  pendente  , il  che  non  può  elTc- 

rc  fe  non  tagliandofi  tutte  nel  medefimo  punto  . 

255.  In  oltre  , le  pirabole  fuperiori  di  dimeii- 
fioni  ( intendendo  delle  prime  ) cadono  prima  di  arri- 
vare al  punto  della  fezionc  al  di  fopra  delle  inferiori , 
avvicinandofi  più  alla  tangente  nel  vertice  , e dopo  la_. 
fezione  più  quelle,  che  quelle,  fi  accollano  all’ alfe.,  ; 

poiché  effendo  nella  parabola  apolloniana  y — i/' ax  , 

nella 
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nella  prima  cubica  y — ^ aax  , nella  prima  del  quarto 


grado  y~y  ^ ^ prenda  x minore  di  a , 

farà  V ax  minore  di  ^ aax  , e aax  minore  di  ^ a* x 


cc.  ; ed  aU’oppofto,  prefa  a:  maggiore  di  a,  farà  u' ax 
maggiore  di  aax  , e |J/ aax  maggiore  di  y^a’x  ec. 

IftelTaraente , e per  fimil  ragione  gli  iperboloidi 
( intendendo  pure  de’  primi  ) fi  tagliano  tutti  nel  verti- 
ce, ed  i fuperiori  di  dimenfioni  cadono  dopo  il  punto 
della  fezione  al  di  dentro  tra  gl’  inferiori , e l’afintoto  , 
fu  cui  fi  prendono  le  a?  ; e dalla  parte  dell’afintoto  pa- 
rallcllo  alla  y gl’inferiori  cadono  al  di  dentro  tra  i fu- 
pcriori , e l’afintoto  fiefib  . 

25<J.  Refiano  ora  da  cofiruirfi  quelle  equazioni , 
che  anno  più  termini , le  quali  io  difiinguo  in  tre  cafi. 
Chiamo  del  primo  cafo  quelle  , che  anno  un  folo  ter- 
mine , in  cui  fia  l’ indeterminata  y , c quella  di  una 
fola  dimenfione  . Del  fecondo  cafo  quelle,  che  anno  un 
folo  termine  , in  cui  fia  l’ indeterminata  y , e quefia 
elevata  a qualunque  potefià  . Del  terzo  cafo  quelle  , in 
molti  termini  delle  quali  fi  ritrova  l’ indeterminata  , ed 
elevata  a qualunque  potefla . 
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CASO  I.  ESEMPIO  T. 

257.  Sia  propofta  da  CQflruirfi  la  curva  dell'  equa- 
zione a* — x^zza'y.  Pongo  ^ = r e faccio  le  due 
equazioni  a*  — a't,  x*  = a'q.  AII’alTe  JB  ( F/?.  148.) 
defcrivafi  la  parabola  MAC  dell'equazione  ♦zia *5’,  ed 
efTendo  AD  — q ^ farà  DH  ■=.  x t DF  — — x . Ma  per 
l’equazione  a*-=za't,  farà  f = ^7 , e però  prefa  AB  — 
a — ty  farà  DB—t  — q , cioè  —y  ; onde  prefa  ad  arbi- 
trio una  qualunque  anilTa  BS—DH—Xj  e BO  — D 

— X y le  SH  y OF y parallele  z B A y faranno  le  corrif- 
pondenti  ordinate  della  curva  propofla  , la  quale  è una 
porzione  della  medefima  parabola  del  quarto  grado. 

ESEMPIO  II. 

258.  Sia  propolla  da  coflruirfi  la  curva  dell’equa- 

zione X*  Jt-ax*  — a'y . Quella  curva,  per  le  regole  già 
note  , fi  fa  avere  tre  rami , due  infiniti , e pofitivi , ed 
uno  negativo  con  un  maflìmo  , che  per  ora  non  fi  fa_. 
riconofeere  , e l’afie  farà  tagliato  in  due  punti  . Pongo 
y—z^ty  c faccio  le  due  equazioni  x^—a'z  , x^  — aat. 
All’aire  AB  { Fig.  149.  ) fi  deferiva  la  parabola  MAD 
dell'equazione  , ed  elTendo  AF=z,  farà  FD  = 

AL  — x . Per  lo  raedefimo  punto  A fi  deferiva  la  pa- 
rabola 
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rabula  cubica  CAP  dell’ equazione  a-’  :z  aat  , ed  alla_ 
medefima  x corrifponderà  PE  — t,  onde  cfTendo  AE  — Xy 
farà  PE-hED  — z^t—yy  fatta  PD  parallela  alla  y^F, 
dal  che  fi  vede , che  prefa  ,v  pofitiva  ^ la  ^ crefee  in_ 
infinito  . 

Prefa  poi  X negativa  , farà  t negativa  , e per  con- 
feguenza^^z  — t.  Sia  G = a- negativa,  farà  G iVf=z, 

CT—ty  onde  y~MT  negativa  , e fra  tutte  le  MT  vi 
è una  niaflima  . Prefa  x — — , farà  GM—GTy  onde 
y = o . Prefa  x negativa,  e maggiore  di  a , farà  GM — 
GT  quantità  pofitiva  , onde  la^  farà  pofitiva  , e crefee- 
rà  in  infinito  . 

La  curva  farà  a un  di  prelTo  della  feguentc  forma, 
prendendo  le  x dal  punto  A . ( Fìg.  150.  ) 

ESEMPIO  III. 

25P.  Sia  propofia  da  cofiruirfi  la  curva  dell’equa- 
zione x*-i-ax^  — aaxx'=  a^y  . Quella  curva  avrà  quat- 
tro rami  ; due  pofitivi , ed  infiniti  ; due  negativi  , e_, 
finiti . In  due  punti  taglierà  Talfe  , ed  in  uno  lo  toc- 
cherà , avrà  due  malTimi  negativi  ec.  ; il  che  fi  faprà 
dalle  regole  da  darli  a fuo  luogo  . 

Pongo y — z — q,c  faccio  le  d ue  equazioni  x*  +■  ax'  = 
a>Zy  —XX  — — aq  . La  curva  dell’equazione  a-* 4- 
l'z  già  fi  fa  collruire  in  virtù  di  quello  metodo,  e_» 

fia 
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fia  quella  CEADG^  ( cui  prefa  AK  — x 

pofitiva  , farà  KG  = z ; prefa  x negativa  — AP  , farà 
z negativa  — PB  ^ prefa  x negativa , e maggiore  di 
■AO  y farà  z pofitiva  . A 11’ affé  AN  Ci  deferiva  la  para- 
bola TAH  dell’equazione  xx—aq.  EflTendo  dunquei» 
lAKzzx  pofitiva,  farà  KH=q  t e GH—z  — q—y^  la— 
-quale  crefeerà  in  infinito  , crefeendo  la  x in  infinito  . 
Nel  punto  F , farà'  z=j  , . ed  ^ o . Fra  il  punto  F,, 
ed  il  punto  A ^ farà  q maggiore  di  z , onde  z — q fa- 
rà quantità  negativa  , ed  y negativa , e vi  farà  un  maf- 
fimo  negativo.  Nel  punto  A farà  z:::o,  ^ = 0,7  = 0. 
Prefa  negativa  = AP  ^ farà  z~EP,  e negativa-  , 
onde  fempre  y negativa  .'Fra  il  punto  yf\' ed  il  punto 
0 vi  farà  una  maflima  EC)  , onde  vi  farà  una  maOìma 
y negativa.  Prefa. a?  negativa,  e maggiore  di  AO  ^ fa- 
, ra  z pofitiva  , ma  minore, di  q , onde  y negativa  . Pre- 
• fa  A?  negativa  , ed  eguale  ad j farà  z = ^ , ed 
: Prefa  x negativa,  e maggiore  di  AM,  farà  fempre  z 
.maggiore  di  q , onde  fempre  y pofitiva  in  infinito  . ' , 

, Se  r equazione  farà  più  nutnerofa;  di  termini  , lo 
.ftelTo  artifizio  fervirà,,  cd'abbenchè  la  • coflruzione  ui- 
quefto  cafo  fi  faccia  più  coinpolla  , cd  imbrogliata.,  , 
tuttavia  però  non  sfugge  il  metodo  . 

Si  poteva  in  altra  maniera  ancora  cofiruire  l’ultima 
equazione,  facendoj  = z-f-r  — indi  x'^-a'z,  x'-aat, 
— XX  — — aq  , e col  mezzo  di  quelle  tre  curve  aulllia- 
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rie  paffare  alla  collruzione  della  principale , il  che  om- 

metto  per  brevità . 

ì6o.  Può  forfè  fembrarc  , che  nelle  paOTate  corru- 
zioni , e nelle  poche  , che  feguono , fia  neceflano  che 
l'angolo  delle  coordinate  fia  retto,  effendofi  tale  fuppo- 
fìo  ; ma  fe  ben  fi  rifletta  , fi  vedrà , che  elfo  angolo 
può  elfere  , come  fi  vuole,  quando  fi  ufi  qualche  pic- 
cola attenzione  intorno  all’angolo  delle  coordinate  delle 
curve  fuflldiarie  introdotte,  relativamente  all’angolo  delle 
coordinate  dell’equazione  propolla  . 


CASO  II.  ESEMPIO  IV. 

, i<Ji.  Sia  propolla  da  cofiruirfi  l’equazione 

""i:  ec.=:;r* . Pongo «z, 
• c folìituendo  quello  valore  in  luogo  della  y*  , l’equa- 
zione farà  a*  izcQ.-a^-^zx 

col  metodo  del  primo  cafo  fi  collruifca  quella  curva-, 
pofeia  fi  deferiva  la  parabola  deirequazione  y*  —a*~  ‘ z, 
c fi  avrà  la  relazione  tra  le  , e le  della  curva-. 
propolla . 


CASO 
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. , CASO  III.  ESEMPIO  V. 

• * * 4 , i 

2^2.  Sia  propofta  da  coflruirfi  l'equazione 

X™  iz  ax” cc.  — yf  iz  yT  iz  cc. 

Pongo  cc.—z,  dunque  follituendo  , l’equa- 

zione farà  x”’ iz  ax”  ±.  bx  ’ ec.  zz  z . Col  metodo  del 
primo  cafo  fi  cofiruifea  l’una  , e l'altra  di  quelle  due_* 
curve  aufiliarie  al  medefimo  afie  , in  cui  fi  prendono 
le  z , e fi  avrà  la  relazione  delle  due  coordinate  a:  , ed 
y della  curva  propolla  . 

26^.  Sino  ad  ora  non  fono  fiate  da  me  confidera- 
te  fe  non  quelle  equazioni , che  anno  le  incognite  fe- 
parate  , cosi  che  , quando  effe  incognite  fono  mifle  fra 
loro  , le  regole  date  non  anno  più  luogo  . 

In  quefii  cafi  bifogna,o  con  l’ordinaria  divifionc-., 
o con  l’cflrazione  delle  radici  , o con  una  congrua  fo- 
fìituz'one  , o con  altri  ripieghi  procurare  di  feparare  le 
indeterminate  medefime  . Come  fe  folfe  l’ equazione 
a'y  +•  axxy  — aaxx  +-  .v ' , dividendo  per  a ’ + axx , farebbe 
y=  aaxx  4-  ; e fe  folle  l’equazione  aaxy  -t-  xxyy=x*  -i-  a*  ^ 

a'-*- axx 

fatta  la  follituzione  z=  vx  , avremmo  l’ cquazio- 
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ne  a*  z +•  aazz  — :t* a*  , nella  quale  le  incognite^ 

fono  feparate  . 

Cosi  preparate  le  propone  equazioni , li  palTa  alla 
coflruzione  nella  feguente  maniera . 

“ ' .1 

E S E M P I O V I. 

254.  Sia  l'equazione  da  coUruirfi  jf*  . 

a ’ -I-  axx  ^ 

Pongo  aaxx-^x*  — a'p  ; pongo  di  più  a*  -t- axx:=aat  , 
e fodiiucndo  quelli  valori  nell’equazione  propofla,  farà 
yzz  ap  , cioè  t^p::a^y  . 

t 

La  curva  propoda  avrà  due  rami , che  vanno'  all’ 
infinito;  alle  x tanto  pofitive,  quanto  negative  corrifpon- 
dcranno  le  y pofitive  . 

All’ade  HD  ( Fig.  152.  ) fi  deferiva  la  curva  LAC 
dell’equazione  = u'p  , e pigliando  AD  — x^ 

farà  DC—p  — AE  . Si  prenda  A F—a~A M , indi  col 
vertice  F , all’ade  HD  Ci  deferiva  la  curva  PFE  dell* 
equazione  a ’ +■  axx  — aat , e pigliando  AD  — x ^ farà 
DE  — t , onde  edendo  DC—p  , farà  DE  —ty  e fat- 
ta EG  parallela  aA  A D , dal  punto  G fi  tiri  in  ango- 
lo femiretto  la  GH,  farà  AH—t . Dal  punto  C fi  tiri 

CS 
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CB  parallela  a e fi  conduca  la  retta  BH,  a cui  fia 
parallela  iVf  K , farà  AK—y^  elTendo  ADzzx;  impe- 
rocché, per  i triangoli  fimili  A MK  ^ AHB  ^ farà  A H , 
AB''.  A M,  AK  , cioè  p a y AK—  ap-:zy  , ondcj 

, . r 

condotta  parallela  all’ alfe  h KQ,  faranno  le  ADy  DQ 
le  due  coordinate  della  curva  propofia  . Per  avere  l'al- 
tro ramo  della  noftra  curva,  balla  prendere  le  x dalla 
parte  dei  negativi , e replicare  nella  parte  contraria  la_. 
medefima  cofiruzione  . 

ESEMPIO  VII. 

f 

26^.  Sia  ora  propofia  da  cofirulrfi  l'altra  equazione 
aaxy  +-  xxyy  = x*-i-  a* , h quale  trattata  colle  regole  delle 
quadratiche  afiette  avrà  le  incognite  feparatc  ; ovvero 
colla  fofiituzionc  z~xy  fi  ridurrà  ad  cllere  a*z+- aazz  — 

a 

x*i-a*.  Col  metodo  del  terzo  cafo  fi  cofiruifea  quella 
'equazione  , e fi  averanno  le  due  coordinate  Xy  z;  indi 
fi  faccia  l’ analogia  Xy  z:: a al  quarto , che  farà  la y ec. 
Se  una  fofiituzione  non  gioverà  per  liberare  le  indeter- 
’minate  dalla  confu fione  , fe  ne  devono  tentare  dell*  al- 
tre , e quando  niuna  ferva  , le  equazioni  sfuggono  il 
metodo  efpofio  , onde  bifogna  ricorrere  ad  altri  artifizj . 
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z66.  Una  congrua  foftituzione  può  fervire  negl’altr^ 
cafi  ancora  , ne*  quali  le  indeterminate  fono  feparate_.  * 
e quindi  alle  volte  fomrainiilrare  una  coflruzione  più 
facile  , e più  elegante , e però  farà  Tempre  bene  mette- 
re alla  prova  diverfi  artifizj  , ed  in  fine  appigliarfi  a_. 
quello  , che  fi  giudicherà  migliore  . 


ESEMPIO  Vili. 

2<?7.  Sia  l'equazione  +- ^a.iyy  — ìa^ x.  Fac- 

cio aa’ a:  = ,e  però  farà^^  — ^ly'  /\aayy  = z*  ; cioè 
yy  — lay  z:  zz  , o pure  zay  — yy  — zz  . 

Coflruifco  adunque  quello  luogo  , che  farà  nel  pri- 
mo cafo  alle  due  Iperbole  equilatere  oppofic  coll’alTe_. 
trafverfo  z:  zj  ; ed  al  Circolo  nel  fecondo  calo  col  dia- 
metro ~ 2a  , e generalmente  a quelle,  ed  a quello  in- 
fieme  . Al  diametro  trafverfo  yJB—ia  ( Fig.  153.  ) 
fieno  defcritte  le  due  iperbole  equilatere  A MH  y 
B M H y ed  il  circolo  A M B ; indi  defcritta  al  ver- 
tice A la  parabola  dell’  equazione  x :z  z*  , ed  al- 
bata la  perpendicolare  A Q indefinita  , e prefa  una_. 
qualunque  A D — z y indi  condotta  M M parallela-, 
ad  A B y faranno  le  D S — x y e le  D M = y po- 
liti ve  nel  circolo , e nell*  iperbola  da  A verfo  B ; c 

ne- 
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CAPO  VI. 

Del  metodo  de’  Majjfìmi  , e Minimi , delle  Tangenti  delle 
Curve  , de’  FleJJt  contrarj  , e RegreJJt , facendo  ufo 
della  fola  Algebra  Cartefiana  . 

258.  ^^Uantunque  il  calcolo  degl’  infinitefimì  fia 
il  più  femplice,  il  più  breve  , ed  il  più  univerfale  per 
trattare  tali  queftioni , non  voglio  però  , prima  di  ter- 
minare l’Algebra  Cartefiana  , lafciare  di  mofirare  bre- 
vemente , e per  modo  d’erudizione  , come  le  foluzioni 
di  quefli  qucfiii  pofilmo  nelle  curve  geometriche  ( cioè 
in  quelle  , che  fono  efprefie  da  equazione  finita  alge- 
braica  ) averfi  fenza  l'ajuto  del  calcolo  differenziale. 

E per  cominciare  da’ Maffimi , e da’  Minimi,  vale 
a dire  dal  ritrovare  nelle  curve  geometriche  le  mafli- 
mc,o  le  minime  ordinate;  fiala  curva  AGR  {Fig.  155., e 
1 55.) , e prefa  una  qualunque  ordinata  D M,  fi  tiri  MF  paral- 
lela all’affe  delle  aflìffe  AB  , faranno  eguali  le  due  or- 
dinate DM,  EF,  alle  quali  corrifpondono  due  diverfe 
affiffc  ADf  AE;  ma  quanto  più  le  ordinate  DM^EF 
anderanno  egualmente  accofiandofi  fra  di  loro  , fempre 
minore  fi  farà  la  differenza  delle  affiffc  ADy  AE  , fin- 
che cadendo  finalmente  le  due  ordinate  DM,  £ F nella 

maffi- 
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maflìma  CG  , o le  due  LM,  NF  nella  mìnima  IG  \ 
fi  faranno  eguali  le  alfilTe  AD  j AE  j o le  HL,  HN 
rifpetto  all'aire  HK  . Adunque  quando  l'ordinata  fia  la 
maiTima  , o la  mìnima  , l'equazione  della  curva  difpo- 
fia  fecondo  la  lettera , che  efprirae  raifiiTa , dovrà  ave* 
re  due  radici  eguali  . Per  determinarle  fi  formi  un' 
equazione  di  due  radici  eguali,  per  efempio  atj? — iex-*- 
re  = o , che  è il  prodotto  di  x — e in  x — e , e fia  la 
curva  , di  cui  fi  cerca  la  maifima  , o la  minima  ordi- 
nata , per  efempio  rdlilTe  xx  — 2ax+-zayy—o  , deno- 

minate  le  afiìfle  dal  vertice . Si  paragoni  quella  equazione, 
termine  per  termine,  coll'equazione  formata  dalle  duc_. 
radici  eguali,  nel  feguente  modo 

XX  — 2ax  +■  zayy  — o 

XX  — 2ex  -i-  e e — o I . . . ■ . 

dal  paragone  de'  fecondi  termini  fi  trova  a =e  , ma  e 
è radice  dell'equazione  xx — lex  ee  = o , e però  e=zxy 
adunque  farà  a~x  , e perchè  è già  determinata  la' a:  , 
è fuperfluo  il  paragone  degl’ ultimi  termini  . ‘ 

Prefa  per  tanto  x—a^  la  corrifpondente  ordinata., 
nell'  ellilfi  farà  la  malfima  , come  già  fi  fa  , eflendo  al- 
lora ella  il  femiafle  conjugato . • 

Ma  fe  l'equazione  della  curva  fofle  del  terzo , quar- 
to, o fuperiorc  grado  , a vfiné  di  potere  inftituirc  il  pa- 

Ggg  rago- 
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ragonc,  fa  d’uopo,  che  l’equazione  delle  due  radici  c- 
guali  XX  — zex-^ee  — o H riduca  a quel  grado  , di  cui 
è la  proporla  , moltiplicandola  per  tante  radici  qualun- 
que cfTe  fieno , quante  fanno  di  bifogno  . Sia  la  curva 
dell’equazione  del  terzo  grado  a*'  * — axy  +~y'  r:  o ( la 
flelletta  è pofla  in -luogo  del  fecondo  termine  mancan- 
te , il  che  fi  offervi  fempre  qualora  manca  un  qualche 
.termine)  di  cui  fi  cerchi  la  imafTiraa  ordinata,  molti- 
plico  adunque  per  x — /no  l’equazione  xx — 

«no  , cd  il  prodotto  lo  paragono  colla  propofta 

x'  * — axy  -i-  y^  = o 

X* 2f.V.V-f- fr'.V — e‘/_n 

, — fxx  +■  Zrfx  ~ ■ 

Dal  paragone  de*  fecondi  termini  trovo  — ze — /no  I 
e però/n  — 2c  ; dal  paragone  de’  terzi  trovo  zej+- 
ee— — ay  , c pofio  il  valore  di/,  — 3«n  — ay  , ma_, 
e—x  , adunque  y n ^xx  . Si  foilituifca  in  luogo  di  y 

a 

quefio  valore  nell’  equazione  della  curva , e ci  darà 
Arn^2a‘,  a cui  corrifponde  la-  mafllraa  ordinata  y , che 

5 . , : ■ ! , . ■ r' 

farà  a Xz*  y cioè 

J ^ ' ' ' 

z6p.  Ma  fenza  paragonare  la  data  equazione  con_. 
un’altra,  che  contenga  le  due  radici  eguali,  per  foddif- 
farc  alla  condizione  del  probUma,  ballerà  moltiplicarla, 

; tcr- 
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termine  per  termine  con  un t ferie  arjtmetica  qualunque, 
imperciocché  fe  l'equazione  à le  due  radici  eguali co-; 
me  deve  nel  calo  dei  maflìmi,  e minimi  infallibilmen- 
te una  di  clFc  radici  farà  anco  nel  prodotto  di  eiTa  e- 
quazione  moltiplicata  per  la  ferie  aritmetica  ,, . quindi 
moltiplicando  cosi  l’ equazioni  s’includé  la  condizione.*  , 
fotto  cui  devefi  ritrovare  il  valore  dell'afnHa^a  cui  cor- 
rifponde  la  ricercata  malTima  , o minima  ordinata.  E per 
dimollrarlo  ; fia  generalmente  T equazione  di  due’ radici 
eguali  v.v  — zhx  -^hb  —o , che  11  moltiplichi  perla  fe- 
rie'aritmetica  <7,  J+-&,  a'-t-2by  farà  il'prodotto  ' 


quello  foilituita  la  quantità 

h in  luogo  di  .v  , tutti  i termini  fi  diflruggono  , o pu- 
re dividendolo  per  x — /j  , fuccede  la -divifionc  , adun- 
que X — h farà  una  rad'ce  di  elTo  prodotto,  ficcorae  è 
di  XX  — ihx-i-hb;  lo  ficlTo  fuccede  fe  la  progreffione.* 
aritmetica  fia  decrefeenre,  cioè  a . a — b . a~—2b  ec.  , 
E perchè  l’equazione  delle  due  radici  eguali  è ge- 
nerale, ed  è generale  alircs'i  la  ferfé  aritmetica 
a+-2b  ec.,  farà  fempre  vero,  che  moltiplicata  un* equa- 
zione di  due  radici  eguali  per  una  ferie  aritmetica  qua- 
lunque, termine  per  termine  , farà  il  prodott-ó  divifibile 
per  una  di  cHTe  radici  . Per  la  llelTa  ragione  ',  fe  l’equa- 
zione avrà  tre  radici  eguali,  moltiplicata  elTa  in- una.^ 
ferie  aritmetica  , il  prodotto  averà  due  di  elTe  radici  c- 


/ 
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guali , c fe  quefto  prodotto  fi  moltiplicherà  fimilmente 
per  una  ferie  aritmetica,  il  nuovo  prodotto  ne  avrà  una, 
e COSI  difcorrcndo  d’equazioni  fupcriori . 

Ripiglio  r equazione  xx  — 2ax  -t-  tayy  =0  all'  ollilD , 

? ' 

la  moltiplico  per  la  ferie  2 , 1,0 

I ' 

XX  — lax  +■  zayy  o . 

T~ 

2,  I,  o. 

II  prodotto  è zxx  — lax  —o^  che  ci  dà  xzza,  come  fi 
è trovato  di  fopra  . Moltiplico  quella  fiefla  equazione^ 
con  un’altra  ferie  aritmetica  3,  2,  i 

XX  — 2ax  +■  z.jyy  = o. 

’~r 

3»  * • 

Il  prodotto  è ixx — ^ax -y- layy  ~o  ^ in  cui  fofiituito  in 

~T~ 

luogo  de\h  yy  il  valore  2ax  — dato  dall’equa- 

zione della  curva  , fi  trova  illelTamente  x — a. 

Prendo  la  feconda  equazione  x*  * — axy y^  =0  , 
che  moltiplico  con  la  ferie  3,  2,  i,  o 

« — axy^-*-y*  —o  . 

. 3.  2,  o- 

Il  prodotto  è 3AT*  — axy  — o , cioè  ^xx  — come_. 
fopra . . 

- ; , 270. 
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270.  Con  fimil  metodo  fi  trovano  le  tangenti  , c 
le  perpendicolari  alle  curve  in  qualunque  punto  dato  . 

La  quefiione  fi  riduce  a ritrovare  il  circolo  , chc_^ 
tocchi  la  curva  in  quel  punto  , efiendo  in  quello  cafo 
SI  la  tangente  del  circolo  in  quel  punto  , come  la  per- 
pendicolare , cioè  il  raggio  , comuni  pure  alla  curva-. 
nel  punto  ftefib  . 

Sia  la  curva  ACM  ( Fig.  157.  ) , di  cui  fi  voglia., 
la  tangente  nel  punto  L , c fu  il  circolo  GAiH  , clic 
la  tagli  ne'  due  punti  M,  C;  abbaflate  le  due  ordinate 
C£,  MP  , e per  i punti  M,  C,  condotta  la  retta.- 
MCT , taglierà  efia  la  curva  pure  ne’  punti  3/ , C; 
ma  quanto  più  fi  anderanno  accollando  i detti  punti , 
minore  Tempre  fi  farà  la  differenza  delle  ordinate  C£, 
MP  fC  delle  alfilTe  AE , AP  di  modo,  che  quando 
un  punto  cada  fopra  dell’altro,  per  efempio  in  L,  fa- 
ranno eguali  i valori  di  quelle  ordinate , ed  alTilTe  , ed 
allora  il  circolo  toccherà  la  curva  nel  punto  L , ( a ri- 
ferva però,  che  il  circolo  fu  l’ofculatore  , perchè  ìul.. 
quel  cafo  taglia  la  curva  , e la  tocca  nello  ftelTo  punto, 
come  fi  vedrà  nel  calcolo  differenziale  ) e la  retta  MT 
farà  la  tangente  della  curva,. e del  circolo  nel  punto 
L , ficcorae  F L normale  . 

Si  ch&ìni  adunque  nella  curva  ALM  ( Fig.  158.  ) 
la  AQ~x,  QL=y  f e condotta  dal  punto  datò  L la 

retta 
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rena  L.V,  che  II  fuppongi  normale  alla  curva,  ed  la 
confcgiienza  alla  tangente  in  L , fu  LM  — Sy  A N—u  , 
fari  QNzzu—x,  ed  il  triangolo  rettangolo  QLN  da- 
rà l’equazione  canonici  ss—u:t  — lux  -i-  xx  -k-yy , da  cui 
ricavato  il  valore  della  y , o della  a:  , fi  lollituifca  nell’ 
equazione  della  curva  data,  per  mezzo  della  quale  fi 
dev’e  avere  il  v’alorc  della  j,  o della  «,  confiderando 
come  data  h x , o h y , poiché  fi  allume  per  dato  il 
punto  L . 

Sia  per  cfcmplo  la  oliva  ALM  la  parabola  apollo- 
niana  dell’ equazione  ax—yy  ; fatta  la  fofiituzione^  in_. 
luogo  della  )7  , del  fuo  valore  dato  dall’equazione  ca- 
nonica, farà  l’equazione  ax=.ss  — mt-t-itix  — xx  , ed 

ordinata  per  la  Lttcra  a;  farà  a-.v — lux  + uu  —o.  Que- 

-I-  ax  — ss 

fla  adunque  deve  avere  due  radici  eguali  quando  la_. 
retta  LN  — s fia  normale  alla  parabola  nel  punto  L , 
cioè  nel  cafo  della  tangente  , e però  ritrovato  nell’ipo- 
tefi  delle  due  radici  eguali  il  valore  della  incognita», 
AN—u,  (ì  averà  il  punto  N , da  cui  condotta  la  NL 
al  dato  punto  L , e la  perpendicolare  L Tad  NL,  farà 
clTa  la  tangente  cercata  . 

Ora  per  determinare  la  incognita  u nell’  ipotefi 
delle  due  radici  eguali:  paragono  l’equazione,  termi- 
i;C  per  termine,  con  una  di  due  radici  eguali , cioè 

con 
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con  XX  — 2ex  ■*-  ee  —o  nel  fegiiemc  modo 

XX 2UX  +~  tilt 

— o 

4-  ax  — ss 
XX  — 2ex  *•  ee  = o ; 

e dal  paragone  de*  fecondi  termini  fi  avrà  — 2«4-a  = 
— 2f , cioè  M <7  +-  2?  , ma  e — x^  per  l'equazione-* 

X 

XX  — 2ex-\-ee  —o  ; dunque  u ~ a x ^ e perciò  dal 

% 

punto  Q prefa  jfaràiVL  la  normale,  ed  LT^  ad 

dfa  perpendicolare,  farà  la  tangente  della  curva  nel 
punto  L . . 

-In  vece  di  paragonare  la  fuddetta  equazione  cou_* 
una  di  due  radici  eguali , la  moltiplico  colla  ferie  arit- 
metica 3,2,1  . , 

XX 2H.V  4-  HK  _ 

+-  ax  — ss  ~ . 

3»  *• 

Il  prodotto  è ^xx  — 4«A:4-ttM  :;:o,maxf— «« — zux-t^ 
-H  2ax  — ss 

xx-*-yv  per  L parabola  è yy_  zz  ax  , onde  sszzuu  — 
2UX  xx-s-ax  \ follituito  adunque  quello  valore  in  luo- 
go di  ss  y farà  2xx  — 2«.v^-^J.v  — o,  cioè  u — a 4-  a:  , 

% 

come  prima. 

Più  brevemente  fi  avrebbe  avuto  l'intento  mol-» 

tipli- 


Digitized  by  Googl 


42.4  INSTITUZIONI  - 

tiplicando  l’equazione  per  la  ferie  aritmetica  2,  i,  o i 
271.  Sia  la  feconda  parabola  cubica  x*zza)/y  ; fatta 
la  foflituzione  del  valore  di  yy  cavato  dall’equazione  ca- 
nonica , nafee  l’equazione  x ‘ axx  — laux  •»-  auu  —o, 

— ass 

la  quale  per  effere  del  terzo  grado  fi  paragoni  col  pro- 
dotto dell’equazione  xx  — zex+ee  = o in  x — f—o 


X* axx~~zaux  ■*- auu 

“ o 

— ass 

X ’ — 2exx  4-  etx  — eef  _ . 

— fxx  +-  2efx  ~ ’ 

dal  paragone  de’  fecondi  termini  fi  à — le — /=a,  cioè 
/=  — a — le;  dal  paragone  de’  terzi  fi  i ee-t-iefzz 
— lau  y e pollo  il  valore  già  ritrovato  di  /,  « = 
^ee+-  lae  , cioè  u — ^xx  +■  lax  , perchè  e — x , 

la  za 

Moltiplico  ora  l’equazione  con  la  ferie  aritmetica». 
3,  2,  o 

X * 4-  axx  — laux  +■  auu 

— ass 

- 3»  I,  o; 

il  prodotto  è ^x'-t-iaxx  — laux^o,  c però  ifiefla- 
’mcnte  u zz  ^xx  zax  . 

za 

272.  Circa  l’elezione  delle  ferie  aritmetiche  fi  può 
olTcrvarc  , che  per  lo  più  farà  la  più  comoda  quella , 

che 
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che  formano  gl'efponemi  cominciando  dal  ma(Tuno  del- 
la lettera,  fecondo  cui  è ordinata  l’equazione. 

■273.  Un’altra  maniera  di  feiogliere  quello  Proble- 
ma  poco  diverfa  , ma  forfè  più  femplice  , e che  avrà 
ufo  ne’  fleflì  contrarj  , c ne’  regredì  può  elfere  quella  . 

N 

Sia  la  curva  AEMD  ( Fig.  159O  tagliata  dalla., 
retta  HED  ne*  punti  E,  D;  e fieno  le  adìfie  AB^AC—x  , 
le  ordinate  BE  , CD  —y.  E’  chiaro  , che  padando  la 
retta  HD  ad  edere  la  tangente  TM  della  curva  nel 
punto  A/,  i due  punti  E , D caderanno  in  A/,  e per 
confeguenza  fi  faranno  eguali  tra  loro  le  ABy  AC, 
ficcome  tra  loro  le  B E,  CD  . Si  alzi  AN  parallela», 
alle  ordinate  , e fia  AT—u,  AN—s,  per  la  fimilitu- 
dine  de’  triangoli  T A N , TKM,  farà  u,s::u+-x,y, 
cioè  y = US+-SX,  ed  x — uy  — tis;  nell’equazione-. 

u * 

della  curva  data  fi  follituifcano  quelli  valori  in  luogo 
della  y , o della  x , e ne  nafeerà  un’  altra  , la  quale», 
dovrà  avere  due  radici  eguali , quando  AT , A N fie- 
no tali , che  la  retta  TN M tocchi  la  curva  , adunque 
facendo  il  paragone  con  un’altra  di  due  radici  eguali, 
o moltiplicandola  per  una  ferie  aritmetica  , fi  averà  il 
valore' della  ricercata  AT,  o AN,  c data  l’una,  è 
pure  data  l’altra  . Ommetto  gl’ efempj  , perchè  la», 
maniera  di  operare  è la  fidfa  della  ufata  di  fopra . 

Hhh  274. 
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274.  Siccome  il  metodo , e la  natura  de*  malfi- 
mi , e minimi , e delle  tangenti  include  neceffaria- 
meme  nelle  equazioni  due  radici  eguali  , cosi  tre  ra- 
dici eguali  fi  danno  ne’  Fleffi  contrari  , e ne’  Re- 
grcfTì  . Per  flellb  contrario  s'intende  quel  punto,  in 
cui  la  curva  da  concava  fi  fa  conveffa  , o all’  oppo- 
fio  ; c per  regreflb  quel  punto , in  cui  cfla  torna-, 
air  indietro , o concava  , o convcila  . 

Sia  la  curva  ACFM  , ( Fig.  vSo.  ) che  abbia-, 
un  fldTo  contrario  nel  punto  F , e fi  conduca  la., 
retta  GCAf,  che  la  tocchi  nel  punto  C , c la  ta- 
gli nel  punto  abballate  da  elfi  )e  ordinate  CH, 
MP  , facilmente  fi  vede  , che  quanto  più  il  punto 
C della  tangente  s’accollerà  al  punto  del  flelTo  con- 
trario F , tanto  più  altresì  fi  accollerà  al  punto  F 
il  punto  M di  modo  , che  quando  C cada  in  F , 
vi  caderà  pure  M ; ed  in  confeguenza  fi  faranno 
eguali  AH  f AP  , ficcome  CH  , MP  , e la  ret- 
ta G C M toccherà  , c taglierà  la  curva  nel  punto 
F ; ma  la  natura  della  tangente  già  porta  due  ra- 
dici eguali  , ed  ora  fi  aggiunge  la  terza  , aduor 
que  di  natura  del  fielTo  contrario  è , che  a lui  cor« 
rifpondano  tre  radici  eguali . 

Dal  punto  A alzata  A N parallela  all*  ordinare^  , 
e fatta  AN  — t , AT—u,  c condotta  TNF;  farà, 

per 
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per  i triaDgoli  fimili  TA  N , T f^F , y :z  us  tx  y ed 

u 

X '^uy  — US  , chiamate  AF‘:^x  , VF—y  , SolVituiii  per 

t 

tanto  quelli  valori  in  luogo  di  x y o ài  y nell’  equa- 
zione della  cun’a  data,  l’equazione,  che  nafee  , do- 
vrà avere  tre  radici  eguali  quando  AT  y o AN  fieno 
tali  , che  la  TNF  condotta  dal  punto  T per  lo  pun- 
to N incontri  la  curva  nel  ricercato  punto  del  flefib 
contrario  F . 

Similmente  fi  difeorra  della  curva  ACM  y {Fìg. 
161.  ) che  abbia  un  regreflb  nel  punto  C ; poiché 
la  tangente  TC  della  curva  nel  punto  C alfieme  la 
taglia  nello  flefib  punto , c quindi  ne  nafeono  nella.. 
fidTa  maniera  le  tre  radici  eguali , 

Sia  la  curva  AFS  ^ Fig.  itfa.  ) dell’equazione., 
ayy  — xyy  — aax  — o y in  cui  fono  le  AQ^  — x y e., 
le  Q_F-=iy  , e fi  cerchi  il  punto' del  flefib  contrario 
F.  Porta  AT  — u y Ar'—Sy  e parallela  alle  ordina- 
te Q F , e fortituito  in  luogo  di  x il  valore» 
uy  — US  nell’equazione  della  curva»  farà  efià 

t 

y* — asyy-i-aay  — aas  =0, 
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la  quale  dovrà  avere  tre  radici  eguali  , e però  fi 
avrà  da  paragonare  con  una  equazione  di  tre  radi- 
ci eguali  , o da  moltiplicarfi  per  due  ferie  aritme- 
tiche . 

Si  moltiplichi  adunque  per  la  ferie  i , o , — i , 
— 2 , ed  il  prodotto  7’  * — aay  4-  zaax  = o , di  nuo- 
vo moltiplicato  per  la  ferie  3 , 2 , i , o , ci  darà 
3^’  — aay  ~o  , e però  yy  — ja , il  qual  valore  fofli- 

3 

tuito  nell’  equazione  data  della  curva  ci  fornifee  final- 
mente X — ~a  . 

275.  La  maniera  è la  fieffà  per  ritrovare  i re- 
grefiì  delle  curve  , ed  il  metodo  dà  tanto  quefli  , 
come  quelli  ; quindi  per  diilinguerli  non  vi  è al- 
tro modo  , che  il  ricercare  per  mezzo  della  cofiru- 
zione  1’  andamento  della  curva  . 

L’iflelfa  ambiguità  nafee  nelle  queflioni  de’  maf- 
fimi  , e minimi , la  quale  folo  con  l’idea  della  curva 
fi  può  togliere  . Con  la  medefima  condizione  delle 
tre  radici  eguali  fi  potrebbero  ritrovare  i Raggi  Ofeu- 
latori , ma  giacché  di  tali  cofe  fi  tratterà  nel  feguen- 
te  libro  , porrò  fine  a quello  per  non  recare  troppo 
di  noja  . 

FINE  DEL  PRIMO  LIBRO, 
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